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1. Bsp 1

1.1. Angabe. Gegeben sei eine Observable im endlich-dimensionalen Hilbertraum. Mit Tr sei der
Spurzustand bezeichnet. Zeigen Sie die Linearität, die Zyklizität und die Invarianz unter unitären
Transformationen für diesen Zustand. Betrachten sie auch die Normierung!

1.2. Lösung.

TrA =
∑

n

〈ϕn|Aϕn〉

1.2.1. Linearität.

Tr(λA+ µB) =
∑

n

〈ϕn| (λA+ µB)ϕn〉

=
∑

n

(〈ϕn|λAϕn〉+ 〈ϕn|µBϕn〉)

=
∑

n

λ 〈ϕn|Aϕn〉+
∑

n

µ 〈ϕn|Bϕn〉

= λTrA+ µTrB

1.2.2. Positivität.

Tr (A∗A) =
∑

n

〈ϕn|A∗Aϕn〉

=
∑

n

〈Aϕn|Aϕn〉

=
∑

n

| |Aϕn〉 |2 ≥ 0

1.2.3. Zyklizität.

TrAB =
∑

n

〈ϕn|ABϕn〉

=
∑

n

〈B†A†ϕn|ϕn〉

=
∑

n

〈BAϕn|ϕn〉

=
∑

n

〈ϕn|BAϕn〉︸ ︷︷ ︸
reell!

= TrBA
1
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1.2.4. unitäre Transformation.

Tr
(
U†A

)
U = TrUU†︸︷︷︸

1

A

= TrA

1.2.5. Normierung.

Tr1 =
∑

n

〈ϕn|1ϕn〉

=
∑

n

1

= N

Normierung daher mit 1
N :

w (1) =
1
N

∑
n

〈ϕn|1ϕn〉︸ ︷︷ ︸
N

= 1
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2. Bsp 2

2.1. Angabe. Gegeben sei der Spurzustand über den zwei mal zwei Matrizen (Spin 1
2 System).

Berechnen Sie die Erwartungswerte der Spinkomponenten und deren Schwankungsquadrate.

Erläuterungen

Was ist der Erwartungswert von Si im Zustand %?

〈Si〉% = Tr %Si

weiters:

%† = % ≥ 0

Tr % = 1

A 7→ w (A) |∈C

α 〈ψ1|Aψ1〉+ (1− α) 〈ψ2|Aψ2〉

{
A 7→ 〈ψ1|Aψ1〉
A 7→ 〈ψ2|Aψ2〉

αP1 + (1− α)P2 =
(

1 + n3 n1 − in2

n1 + n2 1− n3

)
1
2∑

n2
i = 1 ⇒ reiner Zustand

∑
n2

i < 1 ⇒ gemischter Zustand (Bloch-Sphäre

2.2. Lösung.
Basis: A2 = {1, ~σ} , A2 = Mat (2,C)

σiσj = δij + iεilkσk

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ1 =

(
1 0
0 −1

)

Trσ1 = 〈↑ |σ1| ↑〉+ 〈↓ |σ1| ↓〉

=
(

1 0
) (

0 1
1 0

) (
1
0

)
+

(
0 1

) (
0 1
1 0

) (
0
1

)
=

(
1 0

) (
0
1

)
+

(
0 1

) (
1
0

)
= 0

analog
Trσ2 = Trσ3 = 0

(∆σi)
2 =

〈
σ2

i

〉
− 〈σi〉2
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Trσ2
i = 〈↑ |1| ↑〉+ 〈↓ |1| ↓〉

= 2

Schwankungsquadrat ist also 2

für Si = ~
2σi:

(∆σi)
2 =

1
2

Tr
(
S2

i

)
=

1
2

~2

4
2

=
~2

4

2.3. andere Lösung.

P =
1
2

∣∣∣∣( 1
1

)〉 〈(
1
1

)∣∣∣∣
=

1
2

(
1 1
1 1

)
= %

〈σi〉% = Tr (%σi)

2.4. in der VO.

〈Si〉 = Tr %Si

= Tr
1
2

~
2
1σi

Trσi = 0

〈Si〉 = 0

(∆Si)
2 =

〈
S2

i

〉
− 〈Si〉2

(∆Si)
2 =

~2

4
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3. Bsp 3

3.1. Angabe. Ein Zustand sei durch den zweidimensionalen Projektor auf den Unterraum, aufges-

pannt von der Wellenfunktion ψ =
(

1
1

)
1√
2
, gegeben. Berechnen Sie wie unter 2. Erwartungswerte

und Schwankungsquadrate der Komponenten des Spinoperators.

3.2. Lösung.

〈σ1〉 =
1
2

(
1 1

) (
0 1
1 0

) (
1
1

)
= 1

〈σ2〉 =
1
2

(
1 1

) (
0 −i
i 0

) (
1
1

)
= 0

〈σ3〉 =
1
2

(
1 1

) (
1 0
0 −1

) (
1
1

)
= 0

〈
σ2

i

〉
=

1
2

(
1 1

) (
1 0
0 1

) (
1
1

)
= 1

für σi → Si Ergebnisse mit ~
2 multiplizieren (Schwankungsquadrat mit ~2

4 )

3.3. in der VO.
% = |ψ〉 〈ψ|

% =
1√
2

∣∣∣∣( 1
1

)〉
1√
2

〈(
1
1

)∣∣∣∣
=

1
2

(
1 1
1 1

)

〈S1〉 =
1
2

Tr
(

1 1
1 1

)
~
2

(
0 1
1 0

)
=

~
4

Tr
(

1 1
1 1

)
=

~
2

〈S2〉 =
1
2

Tr
(

1 1
1 1

)
~
2

(
0 −i
i 0

)
=

~
4

Tr
(
i −i
i −i

)
= 0

〈S3〉 =
1
2

Tr
(

1 1
1 1

)
~
2

(
1 0
0 −1

)
=

~
4

Tr
(

1 −1
1 −1

)
= 0
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〈
S2

i

〉
=

1
2

Tr
(

1 1
1 1

)
~2

4

(
1 0
0 1

)
=

~
8

Tr
(

1 1
1 1

)
=

~2

4

(∆S1)
2 =

~2

4
− ~2

4
= 0

(∆S2)
2 =

~2

4
− 0 =

~2

4

(∆S3)
2 =

~2

4
− 0 =

~2

4


