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KAPITEL 1

Grundlagen der Quantenstatistik

1. Quantenmechanik: Zustinde und Operatoren

1.1. einige Beispiele fiir Hilbertrdume.

1.1.1. Hilbertraum H = C? (Spin).

a 2 2 2
\If=<b>, [W]]" = la]” + [b]" =1

Operatoren: 2 x 2-Matrizen: A = Mat (2, C)
Algebra: A — AT, Basis vonAy: {1, 0} mit 00 = 035 + i€ijL0%

Observable: A = AT selbstadjungierte Matrizen im H

Observablen sind 1 und S = %a
Zusténde: Abb.: VA — w (A4) € C
Bsp.: A — (¥|A¥) (reine Zusténde)
gemischter Zustand: Sei {|¥1),|¥3)} Orthonormal-Basis (ONB) von C?
A= pr (U1|AV) + (1 = p1) (¥2|A¥2), 0<p; <1
eine Zuordnung V Observablen
si = (si) =t (¥ ]siv)
ist einer reiner Zustand
1.1.2. Hilbertraum H = £ (R, dx). H = £2 (R, dx) = {qf| W) = [, dx |0]? = 1}

Algebra von (beschriinkten) Operatoren

AT
A=B(H)= {A [w]* = sup |||\I/||” < oo}

Observable sind s.a. Op. A = A" (z.B. x,p,H)

Funktionale (reine Zusténde) A — (¥|AW)

1.2. Zustand allgemein. Allgemein: Ein Zustand ist ein lin. normiertes Funktional auf der

Operatoralgebra A,

A — u(A)



2. DICHTEOPERATOR 6

1.3. gemischte und reine Zustiinde. Zustéinde der Art(i| Ay) heiBten reine Zustinde

Befindet sich ein System mit Wahrscheinlichketen 0 < p, < 1; Y>> p, = 1 in Zustinden
(U,|AW¥,,), so bildet

A an (9, |AT,)

n=0

einen gemsichten Zustand (wobei {|¥,)} ONS)

twp (4)

2. Dichteoperator

Umschreiben:

DEFINITION. Orthonormalprojektoren

P, = |\I]n> <\I’n|
P, = Pl =p?

zy%:1

Py ist Orthonormalprojektor auf Unterraum|i))

(2 ()

EXAMPLE.

1 0
W) (U] = (0 0)

0 0
|‘I’2><‘I’1| = (0 1)

DEFINITION. Dichteoperator

pP= an [¥n) (¥n] = p]L

Eigenschaften:
e Trp=1
e p=p'20

DEFINITION. Fiir (Spurklasse-)Operatoren sei durch

TrA= Z <@n|A<pn>

die Spur von A definiert, wobei {|¢,)} vollstindiges ONS



3. ZEITENWICKLUNG 7

CrLAIM. Sei w, (A) =", pn (Vn|A¥,)
mit dem Dichteoperator p =" pn |¥y) (V,] gilt
w, (A) = TrpA
BEWEIS.
TrpA = (Wl D0 [Uin) (iAW) =D pi (V] AV,,)

da (U, |W,) = G (ONS) O

ExaMpPLE. H = C2:

1 g-Bit ist ein reiner Zustand in C? = Projektionsoperator |t/) ()| =Einheitsvektor, entspricht
{|¥)}-Strahl

=) =
b lal+b]*
ein verrauschtes ¢-Bit entspricht gemischtem Zustand im C?

Alle Dichteoperatoren sind von der Form

mit || < 1, Blochsphére

Fiir |77] <=1 reiner Zustand

3. Zeitenwicklung
durch Schrodingergleichung

Vm () = eii%qﬁm (0)
Wp, (A) = an <wn (t) ‘Aq/}n (t)>

p(t) = Y paltn (1)) (Wn (2)]

- H Ht
h

= Y pa|tn (0)) (W (B)] '
Bloch, Heisenberg (analog Liouville):

i

p= ﬁ [pt>H]



KAPITEL 2

Statistische Beschreibung eines Systems (freier) Teilchen

1. Mikrozustand und Makrozustand

mikrokanonische Gesamtheit (Emsemble)

Gas im Volumen V (endlich; — diskretes Spektrum, sehr dicht)

N Teilchen (grof}, ~ 10%%)

Hamiltonoperator H auf Hilbertraum H = £ (Rg, d3x1) ®...0L? (RS, deN)

H,%, = E,,

hat diskretes Spektrum: MIKROZUSTANDE
wéhlen Intervall [E — AE, E]
Losung bestimmt Mikrozustand

1=Tromkx = vﬁ Do (U |0,)
—_———
1
MAKROZUSTAND sei bestimmt durch externe Parameter (E, V', N) und Energieschale (kein Energie-

und Teilchenaustausch, isoliertes System)

Gleichgewicht:

Hnd)n = nql)n

mit p =0
FUNDAMENTALPOSTULAT (FP): Jeder Mikrozustand kommt mit gleicher a priori Wahrscheinlich-
keit vor.

alle Mikrozustédnde zum Makrozustand eines isolierten Systems kommen im Gleichgewicht mit

gleicher Wahrscheinlichkeit vor:
Sei also
I={n|E-AE<E,<E}
Wy = # Zusténde in [

DEFINITION. mikrokanonischer Zustand

1
QMK:WH;\%M%M E-A<E,<E

also
Dy = ﬁ fallsn eI
0 sonst



2. VERBINDUNG ZUR m-DIMENSIONALEN KUGEL

1.1. Beispiele.

EXAMPLE. 1-Teilchen (nichtwechselwirkend) im Volumen L (1 Dimension)
h? d?

" 2mda?

Dirichlet-Randbedingungen: ¥ (0) = ¥ (L) =U

2
=T, (z)= \/zsin?

EXAMPLE. 1-Teilchen im Volumen V = L;LyL3 € R? (3 Dimensionen)

v, = E,7,

E :h27T2 ﬁ+n7%+n7§
" oom \L? L3 L2

B - K22 12
2m \ L2

ExAMPLE. N-Teilchen im Volumen V = L{LsL3 € R?

hQ
——AV, = E,¥,
2m
8 . MMy . MWLy . NZTL3
U, (x) = p sin—7— sin———sin —

wenn L1 = L2 = L3

2.2 N
BN = TN g
2mL? e=
iy = L2
Mg = (n}x,ni,ni)
2 2 N
E-AE< T S cp
m L2 —
bzw. v
2mL> o 2mL?
W (E — AE) S 0{2171& S h2ﬂ'2 E

2. Verbindung zur m-dimensionalen Kugel

Zivzl 712 entspricht dem Volumen einer 3/N-dimensionalen Kugel von Radius R
betrachten Volumen einer m-dimensionalen Kugel:
R™n%
F(Z+0)
(Vo)™ = / dxje™1 / dxse™3 ... = dRRe ™'V (R)

damit fiir 3N-dimensionale Kugel:

Vin =



3. ENTROPIE

N! da Teilchen ununterscheidbar (richtige Boltzmann-Zihlung)

3. Entropie

fir % ~~ 10710

mit N = 10%

= Wy ist unabhéngig von AFE
ENTROPIE

fir n > 1 gilt

1
n! ~ V2rnn"e™ " (1 +0 (n))
d.h. nloc (2)"

daraus folgt

VAN U\
(Vv 1% N
Wy = (N> (N) (const)

vV 3N, U
In Wy lenﬁ+71nﬁ+Nlnconst

DEFINITION. Entropie

1
S:=kgplnW, (U V,N)=—kgln ()
Wi
kp~1.38-107%J/K ~8.6-10°eV/K

ExAMPLE. N freie Teilchen im Volumen V = L3

N
a=1

Schrodingergleichung: Ey = %%2 =3

Mikroskopisches Ensemble F — AFE < E,, < E (festes F)

(ng)? mit n2 =1,2,...

Kugelschale: %(E —AE) < E:fl\le(n,l)2 < 2h7;‘7f22E = R2

_ R*z"/?
Vall) = £ 7

F(n+1)=nl= [dog" Te " ~ e Slm) [ dge=5" @m)(@—2m)?/2
e*S(I)

S// e
(; ) ( 2

Entwickeln um das Maximum S(z) = S(zpm) + S (m)(x — 2m) +
n! ~ 2rnn"e (1 4+ O(1))

3
V3(R) = Bn’/? R _ AR*T it p = 3N
2

T —Tm)

r(s) v 3
We = L 1 <3N/2 omL2E 3N/2 1 (17 M)3N/2 LAE . (17 M)SN/2 N:}oc 0: 3N In(1—
N — N123N 1—\(%_’_1) h2m2 E ) ) E )
1024 10—10

———
o~ (BN/2)AE/E 10"

10

AE
E

)2 =



5. 2 SYSTEME IN KONTAKT 11
4. Zustandsgleichungen

Herleitung aus FP und QM

Kalorische Zustandsgleichung

1 (08 3kpN 3
T <8U>V7N g VT ahs

thermische Zustandsgleichung

1 a8 kN
—_p=(= = —— = PV =kgNT
T (av)w v TPV =ks

5. 2 Systeme in Kontakt

Betrachten 2 Systeme: Graphik “Késtchen”

Kontakt
—

i: Vi, Ny, By | So: Va, No, By |
li: By —AE, < EYY < By Ey— AE, < EY) < E,
Sl = kB In VVN1 (El,Vl) SQ = kB 111WN2 (EQ,VZ)

nach Relaxationszeit stellt sich therm. Gleichgewicht ein (Approach to equilibrum)

fiir das Gesamtsystem gilt

E—-AFE < E](;) + EJ(\?) < FE = Ey+ E5 < FE; Zustinde sind Vektoren im Tensorprodukt wﬁi) ® wff)
N = Ni + Ny;

Wy (E,V) = ZWNl (B V1) Wi, (E — E,,, Va)

besitzt scharfes Maximum bei wahrscheinlichster Verteilung

In thermodyn. Gleichgew. nimmt das System den wahrscheinlichsten Zustand an:

as 3kpN 3
3U) =-—=U= ikBNT

Wy (E,V) = ( —

optimieren 52+ In (WNl (ED, V)W, (E — B, vz)) —0
— in thermodyn. Glg. gleiche Temp:

Wy, (EM W) - OWn, (E? | V5)
OE® Nz ™ OE®)

1 8111 WN
Wn, =0 — =k L
> Ny = T(1) B 9ED

oWy, 1

:kj =
PTOE® T T Ty




KAPITEL 3

Systeme in Kontakt mit der Umgebung

1. Wiarmebad (Kanonisches Ensemble, Wirmeaustausch)

Y1 Vo, Na, B | SV, Ny, By

Wiérmebad klein, aber makroskopisch
EW _AEM < Y < p()

Sei ) > EY, E=E{" + E?

Wn(E, V) =Y Wi, (EQ), Vi)Wa, (E - E), V5)

Sei System ¥1im Zustand \Ifg,p zur Energie Ey(,%)

— pfﬁ) ~ Whn,(E — Eg),‘@)

Entwickeln:
oWy, (E, V) OWn, (E — ES | Va)
_EMD V) ~ g Na (B ALE. ' Y2) . gp®
In Wy, (E—ED, V3) ~ In Wy, (E, Va)—E(! o R NEAT BE(!
|y —
T =h

= WN2 (E - Eg% VQ) = WN2 (Ev ‘/vQ)eiBET(;)

1 450
Z o PEL

(1) — m
pm Z

Zp%) —1= 70 = Ze*ﬂEfnl/)

m

Zustandssumme, analytisch falls < oo

Kanonischer Dichteoperator:

Pk = Z %e_ﬂEm ¢1gp> <¢1(71)’

... Projektor auf Unterraum aufgespannt von {|¢,,)} (ONS)

[T — oo 1 = Superzustand

vV



1. WARMEBAD (KANONISCHES ENSEMBLE, WARMEAUSTAUSCH)

. e PP W Hm)
U, V,N)=:(H) = S BB
>, e PEnE,
Eppe—PEn

0

= —%IHZ
10

- Y%7
7 03

_ %e—ﬂEmEm

spezifische Wérme cy:

CV(Ta ‘/aN)

I
|
S

aT
8B oU
T 9B

1 oU
kT 9B
= TrpromE?

(AH)?

kBT2

Erklirung: 25 InZ = (H?) — (H)* = (AH)?

= (AH) = kpeyT

AH \/kBCVT \/7
Ti
(H)

daU x N, cy « N

1.1. Zusammenhang von Z mit thermodynamischen Potentialen. bilden

olnZ O0lnZ

InZ = —_
dln 7 dg + o7 dVv
I ﬁ 8Em _ﬂEm
= udg 7 v dv
= —Udﬂ—kﬂpdv
_(on
P=Nov /o,y
ds
:>d(an+ﬁU)=B(dU+pdV)=k—
B

=U-TS=—kgThZ:=F

Z=ePF

F ist die freie Energie



2. GROSSKANONISCHES ENSEMBLE (WARME UND TEILCHENZAHLAUSTAUSCH) 14

=>F=U-TS

REMARK. p = Zm F(om) [m) (¥l
% = - Trplnp: —Tr Zm Pm lnpm |"/}m> <1/Jm| = - Zm lnpm
...... Shannon-Entropie

1
EXAMPLE. Pmikrokanonisch = Zm ﬁ ‘WM> <’/Tm‘ - % = - Zm WLN(h’1 ﬁ) = _#N In ﬁ Zm =
In W,

2. Grofl3kanonisches Ensemble (Wirme und Teilchenzahlaustausch)

E ~EN 4+ EN

ma

21U221 N :N1+N2
Vi =Vi+VW;

WOEN:E{V—FE{V
EN —-A<EN  <EV
BY ~A<EY, < BN

B — 8y < B < B

Seien
En' < EY ~E
Ny < Ny~ N
Sei
o, |ENYy = ENVIENY
Ny|ER) = Nu|ERt)

Wy (B, V) = Z Z W, (Ep* Vi) Wn_n, (E — EN', V)
N1 m(N7)
Wn(E,V)... Anzahl Mikrozustinde von X1 U 39 mit N, E, V' (Wahrscheinlichkeit, dass Mikro-

zustand auftritt = WEV))

Ansatz:
por =D S PN BN (BN, EN < E,Ni <N
N1

m

fixieren ¥; im Zustand EN': Dieser Zustand kommt proportional zu Wx_p, (E — EN',V — V)

vor

Ny

= Dyt X WN_n,

etwickeln (EN' < E, Ny < N)

1. YX7 e mi m Y7\ 1.1 /1 Y7\ 7N+ /8IHWN\ NNT /aanN\



2. GROSSKANONISCHES ENSEMBLE (WARME UND TEILCHENZAHLAUSTAUSCH)
mit

E.(T,V) = Z Z o~ B(EN —uN) _ Z 2N Zn (T, V) (groBkanonische Zustandssumme)
N=0 mM(N) N

D
= = Z e*ﬁ(Eﬁ]l*llNl)
N1=0n(Ny)

D
N
— eBMNle_BEnl

N1=0n(N;)

D
= Z ZN1e=BE
N1=0n(Ny)
D
- }:ZMZMCRM

N;=0

2NV .. Fugazitiit

PNy,m = E_B(Efxl —kN1)
Summe in = wird nicht V p konvergieren
Es folgt mit N = <N>
Hamilton-, Teilchenzahloperator:
0 _ . -
5= = <H—MN>_U—MN
0]
—InZ = (N
au . p
0
“ In= =
o7 2 Bp
=dnE = (-U+uN)ds+ BpdV + SNdu
d(mE+UB—uNB) = dlnE+ AU 4+ UdS — NBdu — uBdN — pNdS
= [(dU 4+ pdV — pudN)
_ s
=
daraus folgt
DEFINITION.
InZ:= —-50Q

Q... groBkanonisches thermodynamisches Potential

Freie Energie:

Tref'@(gf"N)F
<F>GK = —B(H—uN
Tre B(H-n )



2. GROSSKANONISCHES ENSEMBLE (WARME UND TEILCHENZAHLAUSTAUSCH) 16

0
ExXaMPLE. 1 freier Spin im konstanten Magnetfeld B = 0
B
H = —uB
= —uo*B
—h fir
o )
h  fir |])
kanonische Zustandssumme:
Z = Tre PH
efrB 0
= Tr ( 0 o OB
= e pehh
0
H —InZ
) = i
_9 In (e 4 e~ FM)
op
—ePhh + he= Pl
ebh 4 e—Fh
_eBh 4 =Bk
ebh 4 e—FPh
htanh...

ExaMpPLE. N Spins im Magnetfeld

=CC?®...0C?

dimH =2V

H=-h(oi+0o5+...+05%)

Fir N =1 gilt:

= rFR1I®...®1

1R1®...00%



2. GROSSKANONISCHES ENSEMBLE (WARME UND TEILCHENZAHLAUSTAUSCH) 17

7 = Trebhloitod)

—_ Zeﬁh(51+52)
- 3 ey o
Si1==%1 So=+1

= (2coshBh)?

alternativ geschrieben (andere Schreibweise, selbes Ergebnis):

Z=Tre PH
ezﬁh
=Tr L
1
o—26h
_ Z oPhlsitsa) — g26h | o 4 o—26h _ (eﬂh +e—5h)2
s1==%1
aronm
Entartung: R
(1
(L1

und damit allgemein:

N
Hy =—pN ) o]
j=1

N
Zny = TreBhZU;
j=1

—_——
2N x 2N Matrix

— Z eﬂh Z;'Vzl Sj

81::‘:1 ..... SN::|:1
— E BhsioBhsz  Bhsy

= ("4 e—ﬁh)N

— e PFn

1
Fy= —ENln(2 cosh Bh)

I
~
I
=
=]
I

f% In (2 cosh Bh)

das ist die Magnetisierung



2. GROSSKANONISCHES ENSEMBLE (WARME UND TEILCHENZAHLAUSTAUSCH) 18

Z;‘V:1Sj _ p9lnZy
FATN . N 9ph

EXAMPLE.

P e
T N eBh e bR
efh — e=hh
ey e=Bh
__eh
H= 2mec
M
N —m(T,h) = mothBh
N
uB
= th——
MOt T
~ uB
~ mo kpT 7> TO

_2uB
~1—2e *BT T < Ty
Einfaches Modell fiir Paramagnetismus fiir h — 0 = m — 0

2.2. Suszeptibilitit.

0 t
=2t s,

heifit auch Curiegesetz

(Ergénzung einer Grafik erwiinscht)

EXAMPLE. Oszillator im Wirmebad

h? a2 w? 1
— — T
H 5 2—1—2;10 hw(aa—i—2>

G
|
|
|

5

N



KAPITEL 4

Klassische Niherung

fiir Festkorper kleine Schwingungen (Phononen)

1. Harmonischer Oszillator

2 2,2
P w
H=—
2 + 2
Z =Tre 1
P+ iwx .
a = Vernichter
oM ( )
of = BPTX7 (Erzeuger)

V2w

[a, aT] = const

Spektrum:

_ _hw hw
e 2kpT e2kpT

o0
7= e Prlnti) = o0 N (o) = e T g

n=0 n=0 1—6 kpT eksT —1
S n _ _1
(Il <1 pam = 5)

InZ = —@ —In (1 —efﬁh”)

= —%IHZ

= 6% (2£:T+1n (1—eff}”§’T)>

_ _hw
e FBT hw
~ _hw
1 A kT

| &



2. GITTERSCHWINGUNGEN

(1) h<kpT = U ="l 414 o
fiir A — 0 bei hohen Temperaturen: T > Ty = ]%;J
1 Freiheitsgrad
U= kT

2 Teilchen: Parabelndherung

klassischer Limes:

e hw hw \° 1
AN e’“ZT1%1+1+<)2

knT knT
hw (1 kT
U o 5 <2+m} +) ~ kT

fiir 3N Freiheitsgrade

innere Energie des Festkorpers in der klassischen Nédherung:
U~ 3NkgT

ou
:>CV—87T NSWk'B

gilt so fiir viele Festkorper bei Zimmertemperatur
(2) hw > kT

entspricht Einfrieren der Freiheitsgrade
U~ % + hwe TBT

oUu Rw? he
— T

= — ¢ kB
oT kpT?
N-Teilchen:
3N 2 w222 772 3N ,
HN:O;(Q—F 9 )+2o¥1($a_$a+1)

3Nh?*w?
~ —Bhw
VT

besser als das Einsteinmodell ist das Debye-Modell

2. Gitterschwingungen

“Festkorper”: kanonische Schwingungen - Phononen

. 2 w222 2 q2 w? 1 hd . 1 hd .
(1) 1 Osz H = & + 95 = —4 45 + 5a? = Q(id:r_wa S\ Tde W
Vhwat Vhwa
hw(ata + %)
(2) N freie Osz.: Hy = 32, (% + wlwi) =N hw (alao +3)
Grundzustd.: a, [2) = OVa in L2(RY , dzy, ... ,dz,) = H
In1,...,nN) =11, (% |2) wo n; Besetzungszahlen

Mit N = 22[:1 agal

20



2. GITTERSCHWINGUNGEN 21

(3) Wechselwirkung
2

N
:%Z:: _xal

durch Diagonalisierung H = Ho + V im L? (RN ,dxy, ..., dz N) Einfithrung von Normal-
koordinaten (Quasiteilchen/Fourierreihe); suchen unitére Transformation, die den s.a.
Op. diagonalisiert. E|
iak iak
Ty = Z e "X, Pa = Z e'*" P,
\ﬁ kEAN \F keAN
Ay = # _J}fv+37r 1\717r} duales Gitter.
N ungerade: (N = 3): A3 = {f%r,(), %’/T}

k — gila+N)k _, (iNk im(N=2i+1) _ |

Fiir a und a + N soll gelten e'® =e

3 inverse Transformation:
1 .
X = — eﬂakx ,
R

da Y, e e =g,
% Zk elkla=0) — dap
1 ) .
= [Xi, P = — e thag—idB (o, pg] = Ok,
q N ; y q
’ ihdaps

Berechnen:

Z Tolo = N Z Z 1ak1 eiakgxklxkz

o ki,ke€AN
= Y ke XnXn= Y XX = Y XX
k1,k2€AN ko€AN keAN
analog
Zpapa = Z pzpk:
« keAn
Z(xa _ xa+1)2 _ Z Z 1ak1 _ eikl) Xkleiakz (1 _ eik)g) ng
a a ki,k2€EAN

——
ki,k2€AN 1

=Y X[Xp(2-e*—eT) = Y XX, (2—2cosk)
keAn keAn

k
=4 Z X,iX;C sin? 5
kEAN

1 ok 1
H=g > | PlPe + w? X[ Xy + n?sin® 5X,IXk = > (2 + ALAk> hw(k)
keAN keAN
Exix,

q ist der Quasiimpuls (Impuls der Phononen, Anregungen des Festkorpers)
daraus (geéinderte) Dispersionsrelation: w,(k) = /w? +n2sin® &, B, := hw, I
Energie der Moden als Funktion des Quasiimpuls
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(4) Debye-Modell
U=35>0% % + hwg(k) mit § Zweige, k Quasiimpulse Graphik Einstein-
Modell (mit Debye-modifizierter Kurve)

Diagonalierten H durch Einfiihren von Normalkoordinaten

in 3 DIM

Erzeuger A (k)

Vernichter A, (k)

[Aa(kl),Ag(kz) = 5ap0® (k1 — ks)

Falls existieren r Atome im primitiver Einheitszelle lauft o = 1....r

existiert effektiver Hamiltonoperator: H* = Y | >~ Al (k) Aq (k) (hwa (k) + 1)
Bem.:

Falls N fest, kann man in kan. Esemble oder im groflkan. Ensemble rechnen und dann pdurch
(N) = N bestimmen.

Falls N unbestimmt bzw. falls @— 0 kann g = 0 gewahlt
sei U(S,V,N) : dU =TdS — pdV + pudN

=> (8U)s,v =H

Wihlen =0

mitteln im Ens.

_ k) hwe (k)
Vza:zk:(em(m/@qﬂ_l* 9 )

Iw hw
/ de (eh“’—l +2>

mit Dichte (Anzahl der Zusténde im Intervall [w,w + dw] - schwierig. DOS)

= 3w wa (k)
a k

6U /OO eﬂhw(hw)Z
— =cy = dwD(w
or — " Jy ) <(eﬁﬁw 1) kpT?

TLiﬂ'fL

Zghlen von Zustidnden: D(w) fiir freie Teilchen; Impuls k; = ™7

Integral; k = hky, ky = 2

S sm= (L) [anso =1 [atksm = oo [anasin

n1,n2,n3
mit f(k) = f(k)
‘E’ = %.... Impuls

in der Summe; dn; = ﬂ—Lhdk im

h

S fln) = (%h)g > d“’ f(w) (da Integrand abgeschnitten wird ((el;iijl)z)klein fiir omega grof)

Debyemodell: Setzen D(w) = 6(wp )(%h) (1 n c%)

oo dww2( 1 + l) P (hw)? 1
3

vV =Jo @ni\eE T &) P )2 kpT?
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_ w _ dzx
w=Frdw= 5h

cy —

ePhw _ waﬁh dzat e” T—0 1 00 dzate®

Berechnen [i™ dww sy = o™ G o — @ Jo

22.3. markus

5) Ideale Quantengase

...fehlt...

N=1....

N=2:075, 0, (21,22) 75 (00 (T0) Pz (Tn) £ Oy (22)Pms (1))

o (x1,22,23) —1 ¢
1,42,2L3) =
V6

...fehlt...
Berechne 2, (T, V) = > %_o 2y 05 nm’Ne_ﬁ(EN_“N) mit BN =3 n,Ep,und N =Y n,

Betrachten % _, Z{nm} 05 N = Dm0 Dm0 Dm0 -

0 0o e’} B e 1
V):Z Z Z e B (Bm—p) mznm

n1=0ns=0 Ny =0
Thermische Zustandsgleichung:

]fB‘; In=,(T,V) Zln (1 —e ’”*"))

Sy (e = =+ fallse™ < 1; 4 < min E,,; p bestimmt durch N = <N> = %8@ In=,(T,V) =
o B(Bm —1) 1
;35 Zm T—cBBm—n) Zm B Em—m) 1

Kalorische Zustandsgleichung;:

U N
e PEm i) (B — p+ 1) Enm
v=- 8ﬁln TN = Z mpe ﬁ(Em—m =D SE
Besetzungszahlen:
10 11
(nj) = —Z5—E,=—=% e famlm=inng,(—g)
B9 !
_ lz — e FEm=mg, . _ 1
ﬂ 1-— e*ﬁ(Em*yf) eﬁ(Ejfl‘) —1
Bem:

e <p (n1) <0: absurd
Falls ¢ ¢; =p (n1) = oco: absurd
eg>u T—0:(n)—0

Wihlen p im Limes N — oo, V' — oo mit N,V fix so, dass u — FE; konvergiert, sodass (n1) = N

(Makroskonische Besetzunge des Grundzustands mit Energie €1)
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V. =InZ,(T,V) Zln <1+e Em*“))

kT
10, _ e 5<Em 2 1
N=Gg, % I gy omemry _%: B 1

Ideales FERMIGAS

(sollte eigentlich 6. sein)

24

= (T7 V) — Z})\lofo Z{um} e—E(E{um}—#N) — Z{um} e B m um(em—p) — Hum(l + e—ﬁ(em—u))

ln I_IM(T V) Z’Uq” 11’1(1 + e_ﬂ(em_/"))

—B(em —n) 1
ﬁ d/L In ‘—‘#(T V) Zm 1j»e*ﬁ(57n*#> - Zm e—Blem—n)41

kBT

N =

—B(em —mu)
therm. Zustandsgleichung: U = 7% mE, (T, V)+p < N>=3" ¢ ’ e ;5([5;: /f)H“]

U= (H)= [ deD(e)F(e)e | N= [~ deD(e)F(e)

Erwartungszahl der Teilchenzahlen: (n,,) = =Trpgenm

18 —_ —B(ej—n) 1
(nj) = T 30e; InE,(T,V) = 1_7_675(769.7@ = oG- | Z]’ (nj) =N

Verteilungsfunktion:
e Bose-Einstein (n;) = ﬁ
e Maxwell-Boltzmann (n;) = e85 =#)

1

. O N1
Fermi-Dirac (n;) G

2

Bosonen: U = [[* deD(€) S | €= 2

2m

ﬁ,gz

o
Dichte: e = -

Y ninaing £ () & 20y [ Pkf(R) = 245 [ d*pf (D) = 25855 fo~ dkk>dm f (k) = 2554 [ degis [ 21
)

fooo deD(e) f (e

o

€E> U
Studieren Limes F'(¢) = lim e=p

e< [

1 _
e—Ble—n)41 —

N

Fermikugel - Fermienergie = Fermiimpuls

kr 3
N2V / Ak am = 2 apkE _
(2m)% Jo (2m)? 3

o VF

w
¥l
=
w

n?+nd+nj < (5)kp= R?
€p = %k%

er = 35 (372(§))?

kr = (372(3))5

e~ Metall

(72)?(mc?)

(10710)2 0,5 % 100V (107)3

Codcrrenes EV T (et e

1
Z e—Blem—n) *

fle) =
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partielle Integration

Ale) = /0 de'D (¢)
_/OoodeF’(e)A(e)+(F(E)A(e)) 0

A =B (n)+ A (1) (e = )+ 55" (1) (e = 10 + O ((e = )?)

/deF’ —A (u /deF’ Nz(“)/ooodeF’(e)(e—u)2+...

—F(O)

Ood " m Ood m eBle—n)
/0 eF'(e) (e — ) —5/0 ele—p) rﬁ(ew) N 1)2

- 1
—ﬂ/ dele = 1) (Bem 7 1) (L4 e Bem)

dxx
e
g (@ (e7*+1)

dxm
= 5/( (e *+1)
1 m=0
= =70 m=1
7732 m=2
A (1)

Anwendung auf U und N

= /H de eD( % (kgT)*- (D (e)) |, +O (%)
0 —

D(e) D(p)+pD’ (1)
a 7T2 2 4
N = deD(e)—I—F(kBT) D' (p)+ 0O (T
0

Ziel: elektronischer Anteil

A~ aT? (T —0)

cg,e) + c(p ) ~ ~~T + aT?
Theorie zu Praxis: Yipeoretisch/Yexperimentet = 15 bei Nickel (nur genau, wenn nur 1 Bindungs-
elektron, sonst miisste man eben weitere Binder beriicksichtigen)

ndhern p um po herum

alln D]
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=cy xyT (T —0)

Berechnen von D (o)
y = - / dk k
o (2m)
Mo = €F

D(Mo) = Z;

kgT

€F

2
= Ccy = %k’BN

3

kl

= -Nk
Cy 2 B

c’{,l 3 ep

11605 K =1eV

Iz 2
U :/ QeeD(e) + T (hp TP (WD) + D' (1) + ...)
0

H 2
N = ["aepe) + 0000
(entwickeln um p = pg), p berechnet und von U eingesetzt
U = U, + const.T?
cgges(?)) _ cV‘% = uT + aT?
Das Photonengas

Volumen V = L3, rectA, =0, A,(t,x) = e_iEt/heip‘””/heM; ke, = 0 period. RB. ; es gibt 2 transv.

Polarisationen

kj=| %no |ip=nhk;k=Ikl=%
EFIMOV

Abzihlen: > f(k) = 2# Iy dkk*4x f (k)

Setzen p = 0: p(T) = ¥ = 7 [y (Giiaroys D) = mae”

p(T) = [~ dwp(T,w)
=Dichte p(T,w) = w

R GRS
w23 QHW/’CBT_l)

uw(T) = =L J. OOO (% groflkanonisch, aber p =0

L + 3
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Planck-Verteilung u(T) = [;° dwu(T,w)

Stefan-Boltzmann Gesetz

4 3 . 4 3
u(T) = i (55) 7 degty = oT* mit 0 = 3t [7* da gty = const.

Setzen k’l—“’T =z;dw = kBTde
8) Klassischer Limes
(h—0)

kanonisches Ensemble: Z = Tre #H

Einteilchenproblem: H = Ho + V() = £ + V(z) in L2(R3,d%), V = L*, p= | 2rn, |VONS

{ei\p/mv/h }; diagonalisiert Hopp, () = %wn(m) = % (2%)3 n%pp(x) liefert £

Boltzmannfaktor: Sei e fFn+an _ g=BEn « o= BE.

0
— An; e PEn
~~ 8”1’
1

e_ﬁEn(_ﬂ)%(%)22ni

1R e\
kgT 2m \ L !

L
kgT 2m L L "
——
Pi

2 2
(£) = B = ksT; () = VomksT
g 2 2\/2mkpT < 1

QWﬁ < L wobei ﬁ thermische de-Broglie-Wellenlénge
_ —ipze/h ipx/h
7 =Tre BH:and?’xeﬁeﬁHeW

Iﬁ _ e—ipw/he_ﬁH eip:c/h
VvV VvV

%‘[g _ efipm/hHefﬁHeipm/h _ efip:c/hH (eipm/hlﬁ)

2 : 2
—ipx P ipx 2i ipx h ipx ipx
=e P /E{Qmep /hlgfiiQmp(Vlg)ep /h_ zmAlgep B4V (x)e™® /hlg}

und damit Z ~ > [ %e’il’m/hefﬂmlei”‘%/h mit Hyg = % + V(x)



KAPITEL 5

Klassische Niherung (8)

QM: Unschérferelation
h
(Azi) (Api) 2 bij5

klassische Ndherung gut, falls

R+xp>h

R= char. mittlere Lénge ... p= char. mittlerer Impuls
L ppT  Rx2ZmkpT > h
p=+2mkgT R> \/%W = A\, (therm. de Broglie Wellenlidnge)

Bsp.: fir R ()% > Ay = T > C.....hohe Temperatur

h
V2rmkpT
Ne bei 100°K:

6
N A 10

e~im Metall bei 300°K %z 108

freie Teilchen in Vol V:

H=:5" p? Z=Tre P 1 Teilchen
Viele Teilchen:

Pn = ﬁTrTn ‘efﬁEann _ efﬁEn| < efﬁEn

<< efﬁEn

E *L h—w 2112*ZE ; Ani*ef’BE“
T om - L i > n(7) on;

7T21'1
B ()" £

2m

‘e—ﬂEn(_ﬁ) R’ | o —BEn

L22m

I h 1
B 5l < 1= L Vam—— < 1...p = \/2mhsT
Lm Lm kBT

=L> )\th
(L: Boxlédnge)
1. Teilchen:

_BAH _BH 7“)7?)( _pg( 2> % ePnX
Z="Tre ﬁH;<¢n € 6H‘¢n>¥/ﬂd3xe\/‘; % e ﬁ(zmﬂ/( ))\/hv
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betrachten
~ipnx —ﬁH ippx

Igze

) ) ) L —ippx ) 2 2 iPnXx
Ols _ —igux o (g";;*;%*) o—BH BpE _  =igax { Pa Iy — 2ip 7 vl — Th Al + V(:%)Ig} ¢
m

ap 2m h 2m
Sei
r & T
= %rgl =— (;fn + V(m)) Igl = ¢ PHu(e.p)
N-Teilchen:

3, 13 3 13
_pFY _ o _ [ I T ENdy — AN gk xip.pa)
e A AN N xe

ki
(O)y = Zlk,d?’ df’)np(...)O
grokanonisch:
= = SR,y

Bsp: ideales Gas

N 2
=3
= 2m

Sei
= <V>N (WW/dpe‘ﬂé’i)N _ (V>N (2"”>3N/2 _ <V)N
h3 B V2m 3 3 N
mit Ay = \/ﬁw

Fy = —kgTN (1n (2makpT)> 2)
~ Skl —3N/2-1
Uy =—35m 2§ = —ZlkNlaaZiéV = — g5 0N = N = SNkT
Fy = Uy — TSy
Sy = Uipl = LN (1n L QmrkpT)*/? + 3)

Graphik Kasten mit beweglicher Wand; links V_1,N_1, rechts _2, beide T,p

V=Vi+Vo,N=N;+ N,

pV:NkBT pV1 :le'BT p‘/g :NQkBT

s =Nln v + const. é =Nln Vi + const. & = Nln Ve + const.
kg B const. kg const. kg const.

W _ v _V
Ny

No — N
Entropie-Unterschied: %5 = 2 _ (M) = (N1 + Ny)In(V; + Vo) = NyInV; — NolnV, =

kB kB
N1 hlvll —&—NQIHVLQ

e Fiir 92 verachiedene (lace richtio
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1 VY 1 1%

V

;
NInN+N|=—-kgTN|In— +1
3o ) s <“Nxsh+)

unter Anwendung von In N! N2 N(InN —1)

SN = Nln(Const ~ T ) Sackur-Tetrode
AS S 51+ 85 i+ Vs, Vi Vs
as _ 5 = (N1 + Vo) I e = Niln = Noln 2
kp kg kp (M 2) N1+ N, ' 2N,
Vi(1+ Va/Wh) > Vi Va
=(Ni+Noy)In| —— -+~ Niln ——Nl — =0
() D(Nl(HNz/Nl) Y R
wegen X,ll = %
klassisch: Mikrokanonisch W/(E) = [ dgwl"'difg{}’\,d;’!’l“'dspfv (6(F—H)—©(E—AE—H))

Anzahl Zustinde im Energieintervall [E' — AFE, EJ; fiir N — oo unabhéngig von AFE
Bemerkungen: Wahrscheinlichkeit, Teilchen im Volumen d®zd3p um (, p) zu finden
e~BHY (@) 3243

Zah?

Pz, p) =
wobei [ d*zd®pp*(z,p) =1

A(z,p) "=" H(z, p)
N 343
TI‘O Of th](iIl O(:Bap)

Folgerung: Gleichgewichtsverteilung im kanonischen Ensemble

Bsp.: Freies Teilchen im Vol V

'VrLV2
I Lod’pe P77 gibt die Wahrscheinlichkeit an Teilchen im Vol d®zd®p um den Pkt (x,p) im

Phasenraum zu finden;

p=mv

1 f Q% hgm d3ve=P me 4ﬂ%m3Mdv.... Maxwell-Boltzmann Geschwindigkeit
Sei 7 360° K

300K = LYK = eV

m(Oz) = m(Nz2) =230 x 10%V/c?>=> ¢ 22 3 % 108m sec

_ 2 9%1016 [ m ] ~
Umaz = \/ 40 30+10° [sec] 400m/ sec




KAPITEL 6

Nichtgleichgewichtsthermodynamik (3)

1. Boltzmanngleichung: bricht Zeitumkehraxiome

beschreibt Zeitentwicklung der Verteilung f (x,v,t) d3x d3v im Phasenraum
f (X +vét, v+ %&, t+ 5t) A3z’ 3 — f (x,v,t) Pz dv = (Z) .
9 Boltzmanngleichung, kinetische Gastheorie
chao-drp/9403004
Giovanni Gallavotti xxx.uni-augsburg.de
hep-th/
Mechanische Herleitung der Thermodynamik (Diffusion)
einatomiges, verdiinntes Gas A3 < V; freie Weglinge sei grof3, keine 3er-Stofe
mikroskopisch ca. 1023 Teilchen &; = g—g, = fg—fi Mikrozustinde
Strom, Warmeleitfihigkeit
Makrozustand sei bestimmt durch f(z,v,t)d3zd3v
Studieren Zeitentwicklung
t—t =t+6t
z— ' =x+ vt

F
v—ov =v+ =6t
m

BG Driftterm=Stofterm

F
flx 4+ vét,v + E(St, t+ 6t)d3xd®v = f(zx,v,t)dPzd3vit = <6f> dBzd3vdt

coll

of Fo o (0\" _(ory
at_‘_,v.va:f—i_Tnvvf_((?lf)coll_(at coll

+
Dabei ist (%) die Anzahl der Teilchen, die innerhalb 6t in das (aus dem) Volumen gestreut

coll
wurden.

Es gilt: Satz von Liouville (inkompressible Fliissigkeit)

Brddo = 32’ a3

Bew:
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4 Erhaltungssétze:

2 2 12 12

! i
V] + v = v + vy

Wiéhlen Schwerpunkt-/Relativkoordinaten: (Graphik mit Vektoren)

_U1+v2 —
v, = 5 U =17v] — Uy
v+ v
o, = AT o =)~}
1 v? 4+ v2 4+ 2v1v 1 1
2v§+§u2:2%4_5(@%4_@%_2”1@2) :'U?""v%:?’vlf—f—iu&

und wegen Schwerpunkterhaltung
u| = |u|
3—5 ist die Anzahl der Teilchen, die pro Zeit im Raumwinkel dQ2 gestreut werden / Anzahl der
Teilchen, die
12 Variable
4 Erhaltungsgrofien

Wihlen 8 Variable v1,vs, u — v, vh,u'; dx fest

Of\ 3 .3 / 3 / do
o7 _ o(S2) (@0, —
(3t>coud xd vy 0t d?vy [ d ) (Q,v1 —v2)

Fluss * Streuzentren: |v, — va| 8t f(x, v1,t)d3xd3v; * f(x, va,t)d3vs

o d
(at +oV, + ZVU> f= /d3v2 /dQ (dg> v —wva| (fifz — fuf2)

wobei als Kurzschreibweise f; = f(x,v;,t) und f/ = f(z’, v}, t) benutzt wird. Es handelt sich also
um eine partielle Integro-Differentialgleichung. Der Term (f]f4 — f1f2) (StoBzahlansatz) verletzt
die Zeitumkehr-Invarianz; zu ersetzen mit f(z/,v’;x,v,t)d3zd%v;d%v, (BBGKY-Hierarchie);

Anfangswertp.: 1. Beweis Akeryd

kommt aus dem zeitumgekehrten Stofl (v}, v4) — (v1,v2), Liouville, (%) (Q,v,—v2) = (‘é‘g) (, |v) —vh)])

Boltzmanngleichung (1872):

ot
Giltigkeit:

klassisch:

(Ap) * (Az) >

| St

V)3 V)5 _ h
V2mkpT| (%)% = (%)° > A = Nor Yo
grofle mittlere freie Weglénge:

D = inter... Abstand (harte Kugel)

(8 +VxUx + % * Vvl) f(x,vi,t) = /d3v2/dQ (jg) (Q,|vi—val|)|vi — Va|(f(x,v1,t) f(x,v2,t)—(f(x,v1,t) f(x
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n = 1020-L;| D? =107 6em? = \ = mcm =10"*em > 10"8¢cm =D
1876 Loschmidt (Akeryd: Loste das Anfangswertproblem)

H-Theorem:

HIf] = /d%/di*vf(x,v,t) In f(x, v, 1)

Ljapunov Funktional!

Beh.: d
ZH(B) <0
S|f] = —kpH [f]
(8= —kpTrplnp)
Bew.:
LH[f) = [ Bodv (2 f(z,0,0) (0 f(x,v,8) + 1)

I
Vit — Evy, fi+ [P [dQ2 vy — vZ|(f;f; - f1f2> -
d ’ 1
= /de/d3v1/d3v2/dQ—g|v1 —val (fife = Fif2) (mfi+ 1)
0
d o 1
= /d?’x/d?’vl /d3U2/de%|V1 — V2| <f1f2 — flf2) 5 (h’lfl + ].) + (h’lfQ + ].)

Sei F(v1,v2) = F(va,v1):

/d?’vl/d?’ng(vl,vg)lnfl(vl) = /d3’01/d3’()2F(’l)1,U2)1nf2(U2)
:////---(fifé_flfQ)i{(lnf1f2+2)_(lnf{f2/+2)}
:////...%(X—Y)(lnY—lnX):0

(x—y)(lnzx—lny) >0 (z—y)(lny —Inz) <0

Gleichgewichtszustand:

%H(t) =0« fifo=0=Infi+Info=1In f{ +In f; <Energie- und Impulssatz: Jede Losung ist
ein Energieerhaltungssatz

Sei F =0

In f(v) = —%v2 + av+k wo k, 8 = Konstante
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f g

= In 17 = —§mv2 + const
f — e—%mvz—i-const
1+f
1
f —Gmvi— uﬂ
e const :F 1

- fiir Bosonen, + fiir Fermionen

Relaxationszeitnaherung: ( af )

Coll
d o7
(dt—i—vv + V >f(x,v,t)~ -
Taylorentwicklung
0
vt )~ (evt) + e (G )
—_——
fo
Sei fo Gleichgewichtsverteilung
EXAMPLE. Sei F =0, V,f =0
of _ (=fo+f)
8t TR
df _de
f—fo TR
) —fo(™T) -z
= =e "R
f(0) = fo(0)

fiir T — oo f (T) = fo (0)

Sei x (x,v) Erhaltungsgrofe: x1 + x2 = xi + x4

of
= [ vy (x,v1) () =0
/ ' Y\ o Coll

d®uix (x,v1 /d UQ/dSQ* [vi = va| (fifs — fif2)

Ul/d3v2/d3§2 [vi—vo| (fifs — f1f2) (xi+x2—x1—x3) =0

Sei x1 = 5
E
/d3v1m ( +viV, + vv> f=0
ot m

%m/d%lf (z,v,t) —&—Vm/d%lvlmf =0

P J
Kontinuitéatsgleichung

Relaxationszeit-Néherung

34
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Chapman-Enskog-Nédherung: Lokale Boltzmann-Nédherung

) m 3/2 B(ot)m( (x,t))?/2
t) = Ol oo e
fE(x,v,t) = u(x,t) <271’]€BT(3:7t)> ¢

mit (v) = u(x,t)

Erhaltungssitze: x(x,v,t): x1 + x2 = X1 + x4 (“auler Konkurrenz”)
F
/d3v1X(wvv17t) <§t + vlva: + mvv1) f =0

X=m= (m t)+Vji=0

Fy

mit v; + vy = ’Ull + ’U,Q = pauk + pulaixluk. P = Tmpkl mit pg; = <(’Uk — uk)(vl — ul)>

Lokale Boltzmann-Naherung:

f:m/dgv'v{foL—TR (aat—i-’vlv + Vvl)foL}

Sei F' = 0; stationér, %fd‘ =0;seiu=0=/ d3vvfE = 0; T konstant

77L’U2

B 1 me? __1_
Berechnen [ d*vugve” #5872 = %fd‘o’mﬂe FpT 2

3/2
/dgve*k"e%TmTv2 = 73/2 (2k3T>
m

3 2,#@ 3 1 me?
— — | d°vv®e *¥BT 2 =const.-T [ d°ve *BT 2

3/2 .
=2 (22)77 s T = O

or
1 ma?
de'u'UZe kpT 2

_ 1 mv?2
f d3ve kpT 2

da = const. 2keT
m

j=-—-mmrVn(x,t) = —1rV,p(x,t) in Kontinuititsgleichung: Diffusionsgleichung

dp

E(w,t) — DAp(z,t) =0

mit D = TRLBT

— Vi@, t)=0: L =m [Pofl(z,vt); f=m [ Bovff(z,v.t); f=fF — TRV fE

Exkurs: Diffusionsgleichung

Ip
— — DA t)=0
pl, / dpo / d*pete P j(p, w)
= / dpo / & pelPee= P 5(p)
_ dB ipx 7Dp t d Y —ipot = 0
= pe 2 A(y,0)
o —y|?
Normierung m, ip, + Dp%*t =0

Transportphdnomene in Metallen: e~dicht, beriichtigten Statistik; e~ Wechselwirken mit Gitter;

BG) Relationszeitniherung:

PV U A R eEVy\ .p, |
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!
Voifs = G g fd = (mu;) (e
Energiestrom: i(x,t) = [ d*vvE(p)f(x,v,t) =
Energiedichte n(x,t): n+ Vi(x,t) =0

Berechnen:

SE

1 kBT‘

3oy oy fF 1 3,5, .02 £F 1 EpT ¢

J dPovv; fg —3fd VOV [ v _ ( yor ) -
emT(@) 41 (ekBT +1

= §(@,t) = AE+BVT(Z)ovooooeeeeeoeeeeeeeeeeeeeeeeees Vx kE%“) = +< ’“B*‘ Dk 215 72 (Va1 (@)
eBT*) +1 kBT(T) +1>
Pr = Mup
21
TRE“GFVE e“=-m
= A = —
3 RT3
analog:
w2 d
B = —71rek3T — 02 ) |eme
gTReB gF(dEU)| F
Folgerung:

2 2 2
sei VI = 0 =0hm Gesetz: j =oE.... c = ZB2 9% _, o = ¢ TRP

3 m
Bemerkung: Seien Elektronen als frei behandelt
€ p?
[ dp [deve
9(e) Ve, ple) €2, 9(F) = /e
2

—x

grvE = eve p|f§ = n(w)e

+) Sei Temperaturgefille aufrechterhalten und es fliefit kein Strom => Thermoelektrizitéit:

falls j = 0: Warmestrom i = (D — ££) VI = —KVT

analog:

1=CFE+DVT

W+ Vi=0
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Kapitel “4” Phaseniiberginge

Plasma, Gas, fliissig, fest (Ferromagn, strukturelle Ubergéinge), suprafluid, Bose-Einsteinkondensation,

“reale Gase”
Gas-fliissig: 1873 von der Waals-Gleichung

ideales Gas:
nkpT ﬂ

vV Vv
3 Eigenvolumen: V' — V — b, 3 van der Waals Kraft

van der Waals-Gleichung:
a

(v + VQ) (V —b) = RT

(folgt aus Virial bzw. Clusterentwicklung)

T>1T:
B RT a
P=v_—p v
RTV?
V2+a) V—b) =
( p ( ) pV
RT b
V3 V2<b+> ) P
p p

Polynom 3. Ordnung mit 1 realen und 2 komplexen Losungen

Vol |[=p 7

Berechnen: isotherme Kompressibilitéat

__l(ov
Rth = v \ap .

(av2)
=1, ov?2

=0=(V-W)?’=V>=3V2V +3VV2 -V

RT,
Pe

7. L =3p2

De
s 20— V3
De i
a= 3V§pc

bei (pca T, ‘/C)a
9p

oV ) 1 2 3

T=T,

=71:3V.=b+

aus II und III:
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Pfl — Pgas = Ordnungsparameter

(firT<T.#0, firT>T,=0)

. 0 E, 0 1

_ 3 _

Ik = eTR/d VUL <vla ;i em avl> kT AEy + BV T (x)
m'U2

2

2
wo B =1 =
m

[e%e] 1 [e'e} 71_2 5
2

—— [T aBuEF (B) = v + o T

wo p(E) glatt, F(E) = =z, (E) = [, dE'p(E")

kaT(x):—eTR/O dEg(E ) 5kl3z (e(Eu)/kBTH)

= —eTR (gi) a% /OOO dE(g(E)z*)F(E)
7T2
——eri (5o ) 575 (BT (o(ENP) -,

Ein vollbesetztes Band trigt nichts zur Leitung bei!

2. IV Phaseniiberginge; 9: Gas-fliissig, Ferromagnetismus

van der Waals:
a
(erﬁ) (v—b) = RT
T 2
<v2+“> (v—b) = R
p

£+3vcpc 1_1 :RETC 8T
Pec chQ Ve 3 T, pcvc 3 T

Also: Phaseniibergéinge sind Singularitéiten in der Zustandssumme bzw. Observablen

p
RT b
v3—v2(b+)+va—a =0
B PP
(v —ve)® =03 — 300, + 3vv? — 02 =0
wog—f:vg’,?)vg:i,b—ﬁ—ﬁ%—?)vc,b—— a = 3v2p., R;]T—gvc, ;’;:%

7 = e PFC) = Ty PH

Mit analytischem H koénnen endlich viele Teilchen keinen Phaseniibergang haben.

Maxwell-Konstruktion: Graphik A->B->C->D->E->C->A, integrieren 1. Hauptsatz

10  AdAlJ + »dV
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8T 2
£ — 3T, _ UC
Pe Ul —% 81)2
L9 5TV 2 98 T TN T.-1
— —Ply=v, = — ve3 Te 62+6&=6—7——:6 1—-—_\)=6¢
Pe 6'U (l _ l) ’U2 43 Tc Tc TC
Ve 3
T const.
—DPckT = ~
Pt =61, —1T) ~ T.— 1]
mit kp = —1 (%;)T, ~v = 1 kritischer Exponent;

Geg. Zustandsgleichung (Bsp. v.d. Waalsgl) Fissig(p, V,T) =0

schreiben

Bem.: g(7) = |7|° InT = Exponent o
Ferromagnetismus: Fe, Co, Ni und Legierungen

Vor.: Sei geg. Zustandssumme:
Frag(M,h,T) =0
h ... Magnetfeld

Heisenberg: Ursache fiir Ferromagnetismus ist die Austauschwechselwirkung!!

Das besondere an der Austauschwechselwirung ist, dass sie keine Wechselwirkung ist. [Spin-Spin-

Wechselwirkung (o1, o) trigt wenig bei)

Betrachten 2-Teilchen (e™) system:

H=Hy+V

e2

V = Coulombww —
|fl’1 - 152|
(I1l>=11>) Singulett
| 11>
(| 11>+ 11>) 2= Tripulett

V2
| 11>

Pt (1, 81,%2,82) = % (Ya(m1)p(22) £ Ya(2)(21)) =
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Ey=FEy+I1+(-J)

E. S=0
E:E_+(E+_E_)S(S;D:{E 5—1}
. oS-

(—2J)
Einfachstes Modell fiir den Ferromagnetismus:
Isingmodell (LENZ, 1925) hyperkubisches Gitter

Gitterpkt:

(Gitterkonst: a=1) bzw —% < j, < &
Jrsje{l, —1}.... wie o7
Spinfeldkonfiguration {s;}

Energie einer S.f.Konf:

H({p;}) = —JZSZS] — thz

(ij)

Zn(T,h) = Z e BHN{s5}) — o—BFN(T,h)

(51057}
= et A((s))
N s
Ex.: (Hn)y
Fy=—% ln ZN
= Fy=Uy—T=x*SpN
Modell:

| =

% <Zsj> = My (T, h)
N

Isothermische Suzeptibilitét:

1 oM 1 62

[ ( ahp>T 7 opz AN = z; ((sisi)w = (si) v (850 )
8UN 1 GUN 1 2

Un = (Hyn) = Ch = 7 = “T2%p 0B T?kp <<H2> — (H) )

Def.: kritischer Exp.

T=T-T¢

Cp = ‘7‘|7a

Ar o~ 1B
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Bem.:

Exp fiir 7 \, Ound T' / Okonnen verschieden sein.

Def.
Korelationslange
Sei i = i (4...ip ) Gitterpkt

Geg. Zuordnung i +— s : =7

‘*JI

‘(sisj)c = [{si55) — (85) (55)] Zjimj| oo | Id £———const fir T # Tc...... Ornstein-Zermike Gesch.

(... Korelationsldnge
divergiert fiir T — T (grofle Fluktuation)

Cdivergiert (2. Ordg. PU Ehrenfest)

(=N

3. ISING-Modell im hyperkubischen Gitter

j: (.jh--wjn)
JN EZ

bzw. im endlichen VOlumen —£ < jy < 2, #Gitterpunkte N = LP

j—s €{1,-1}, {s;} Spin(feld)konfiguration

327 Spinfeldkonfigurationen

Energie:

H ({si}) = —JZS s; —thk
e P = Zy = oo e fHls Z g(E)e PHs}

s1==%1,...,SN=+1
C'...Konfigurationen mit unterschledhcher Energie

g ... Vielfachheit

€ Z o= BH({sx )

Conf

FN:UNmeSN
UN:<H>N

18]m’7 _/%v‘n\_ﬂ/f L\
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fon- () (5) 5

(sksi1) — (sk) (s1)

| =

REMARK. T = 0, es exisitieren 2 Grundzustinde (Minimum der Energie)

si=1vi: 111
si=—1vl: 117

Vorraussetzung: 37¢ # 0 fir 0 < T < T¢

T

N T

AN

T

b0 HLLTL

HUTHL

J Symmetrie Z2 = {1, -1}
S —>1 S
si— -

H ({s:}) k=0 = H ({s:}) |n=0
fir T > T gilt
lim M (T, h) = 0
h—0

Grundzustand eindeutig!

TITLTT
TITTLHT
TITLTT

und hat Symmetrie von H ({s;})

fiir T' < T 3 spontante Symmetriebrechnung

3.1. D =1 Ising.

ZyN = E eﬁ{$1$2+8283+m+5N51}eﬁk(31+82+m+51\1)

81,...sy==*1
es gibt keinen Phaseniibergang bei T' # 0

ldsst sich auch intuitiv finden (Energie-Entropie Problem): (sogenanntes Wischi-Waschi-Argument)
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iibergang von 7T zu | kostet immer 27, von TT zu || keine

SUx = 47

(SSN =InN

kann also sehr viele Spins umdrehen ohne viel Energie zu brauchen, d.h. es kommt sofort zu

Unordnung und das Phasendiagramm ist einfach eine flache Kurve
was ist des Rétsels Losung? Ich muss mehr Dimensionen betrachten
in 2 dim habe ich verschiedene Inseln umgeklappter Spins, d.h. VD > 2 3T¢ # 0 im Isingmodell

Isingmodell
Zn(T,h) = Z eiﬁ(i']z{kl} sksi—hY, s1)
{si}

0
%anN x My — (s1) 5

2

WIHZN X XT,N

9
op
2 10 1

= Uny=——reUy = —— ((H?), — (H)>
=N = T aptN T () = )
2
(sisj)n = (sisj)y — (si)n (si)y
2-Punkte-Funktion, Korrekturfunktion, corrected 2-Pt-Function

Ising:

e D = 1: Keine Phaseniibergénge bei T # 0
e D > 2: Es gibt eine T (diskrete Symmetrie kann in D = 2 gebrochen werden)

Quantenspin-Heisenbergmodell

j—8=191®... 85®...1 (S an jter Stelle)

H({8;}) = =J Xy 8i8j — By, sk; h = 0: Grundzustand entspricht Minimum der Energie
Minimum: —Jp2h? (p Anzahl der Paare)

1 Richtung ausgezeichnet, thermische Fluktuation, & einschalten, richten sich aus

D =1,2: Mg(T) = OVT > 0 (Mermin, Wagner, Hohenberg / Coleman) Theorem: Eine kontinu-

ierliche Symmetrie kann in D = 2 nicht spontan gebrochen werden.
D > 3: AT¢

D =1, Ising:
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ZN = e_ﬂFN

1
FN:—fanN:— lntN 1+ )
B ty

——lnlnt + In 1+(t )N
p " ty

Fn No 1
WN N—>oo —*h’lt+ = f

wobei t; der maximale Eigenwert der Transfermatrix ist.

Isospinmodell
[
Tl
U

Ll
D=1 ISING

ZN = Z (eghsleﬁ‘]“”egh”) ...... (eghsNeﬁJstlegh“) =
Sp.....Sn=%1

T - eﬁthBJ efﬁJ
S182 e*ﬁJ eﬁJfﬁh
. €Bh+ﬁJ —t e—BJ 0
:l: = =
e Pt ePI=Ph ¢
N0
UTNU+ — + N
0

t2 —tef7 (M 4 e7Fh) 42 — e =

t + = cosh Bhe®’ £ \/cosh Bhe2A) — 2sin h3J —"~0— ' 4 =8/

e—BFN =ZN = Z e_ﬁ(_JZSiSj_kZSi) — Z eBJZsisJ+ﬁth7¢

{si} {si}
fHFiN: lnz BJ 3 sisj+Bh3 s
N BN
{Sb}
oo = limy oo <ZN”> =1im

(T,h) = %% In (cosh Bhe’’ + 1/e287 sinh? Bh + 6—25J>

. i 287
smﬁheﬁ‘] + g 2 sinh ﬁh*cc/)sh Bhe




3. ISING-MODELL IM HYPERKUBISCHEN GITTER 45

Zn_1 =20 = Zy = ({J}) = 2[1Y'2 cosh 3T,

(3—1)
1 N-1 gl 1 o 0 0
<8i8j>N = Zlvg:}eﬁZkl JkSkSk+1 (Si5i+1)(5i+1si+2) ..... (Si-i-j—lsi) = (ﬂ) (aJl&]HlaJJl
L(s7) =1
1 0 [ sinh 5Jy,
= 7 cosh _ PR
cosh BJg 0J% cosh 37y cosh (3.J

= (8i8i) y |y = it cosh B | j,—; = (tanh B.J)177) — = li=dllntanh 7|

ZN ({J}) _ Z eB(Jl5152+'~~+Jk5k3k+1+JN—1SN—ISN)
S1...8N

2coshﬁJN,1ZN,1

N—-1

2 H (2cosh 8J;)

=1

10 -
<37;87;+1> = Bﬁ In ZN
1 0
— 7
BZn 0J; N

= tanhfJ;

11 9 0 5
Sige) = 0 Y 7
(8:Sit2) 32 5 00is 07, N
(tanh 8J;) (tanh 8J;11)

j—1

(sisj) = H(tanhﬁJk)

k=i
= (tanh ﬁJ)|j7i|

e—\j—iHlntanhﬁﬂ

betrachten noch T = 0:

f(T) _>T\0 o

DEFINITION. Korrelationslédnge

const
1 (T) NT-To W

T-1T,
T

T =

Allgemein fiir das ISING-Modell in D > 2:

1
ZN) 7
N
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es gibt keine Skala mehr in dem System, daher skaleninvariant
Modell ist also invariant unter Skalenvariationen = konforme Symmetrie

betrachten schnell ein paar Spezialfille

EXAMPLE. d = 3 gibt Yukawapotenzial

[z—y|

e &M

|z -y

[(sis5) — (s4) (85)] =

ist Losung der Helmholtzgleichung

z—y|
1 e &M 3

ExXAMPLE. d =1 ist Coulombpotenzial
EXAMPLE. d =2

DEFINITION.
Ch BFT—-T, T a
|7
Mspontan (T) T T, |T|B

1
T)~p_,7 —=
XT( ) T—T. |T|’y

Parameter nach verschiedenen Modellen:

[ o [ 28] v v ][]
Meanfield (Landan Theory) | Ogiscont 1 1 % 0
ISING-Modell bei D = 2 0 1 z 1 1
ISING-Modell bei D = 3 0.110 | 0.650 | 1.240 | 0.630 | 0.032
Heisenberg D = 3 —0.116 | 0.729 | 1.387 | 0.705 | 0.034
“Reales Gas” ‘ ~ 0 ‘ ~ 0.7 ‘ ~ 1.3 ‘ ~ 0.6 ‘ ~ 0.1 ‘

Rushbrooke: Es gilt « + 25 4+ v > 2 (folgt aus Konkavitéitsiiberlegungen der freien Energie)

REMARK. kritische Exponenten sind universell: nur abhéngig von Dimensionalitéit des Gitters d,

Anzahl der Komponenten des Ordnungsparameters n

REMARK. Berechnung der kritischen Exponenten erfolgt (als Reihenentwicklung) iiber Kadanoff-
Wilson Renormierungsgruppentechniken
(mitteln iiber Blocke, reduzieren so Freiheitsgrade, lassen dafiir aber von vorneherein alle Frei-

heitsgrade zu; geht also iiber zu Parameterraum)

Mittlere Feldnidherung

Nichtwechselwirkende Spins im Magnetfeld
ZMF = Z B il sk — (2 cosh 6h)N = e PlN

f= —%ancoshﬁh

0
m = ~an = tan Bh



3. ISING-MODELL IM HYPERKUBISCHEN GITTER 47

Préziser: fiir grofle NV

Z%[F<T, h) — Z eBJdeV(T,h) S si+Bh Y, s
{sk}

(s4) N nicht i
N— .
(sisi) =" f(k =)

und in der urspriiunglichen Gleichung h — h + J2dm(T, h)

m(T, h) = tanh 8 (h + J2dm(T, h))

h ™\ 0:
2dJ
Yy = Mg = tanh ——m (T
(1) ()
1. Losung: mg =0
Graphik tanh (Reinhard)
FEine Losung bei lfi—‘:]r < 1; drei Losungen bei ,f‘;—‘gp > 1; Grenze ,3;—%:1

_9q.J
T, =2d;
Bemerkung: Kritisches Verhalten wird durch die Mean-Field-N&herung in d > 4 Dimensionen
exakt beschrieben
Literatur: Ma, Amit, Peskin-Schréder, Weinberg; weiteres Programm...

Mittlere Feldnéherung (Molekularfeldnsherung)

tanh x+tanhy

entwickeln um krit. Punkt: tanh(z +y) = -5 ey

h T,
tanh T T tanh Z¢m

14+ tanthLT + tanh %m

h T, h T.
m + mtanh T tanh ?m = tanh —kBT + tanh ?m
— tanh Le
M tanh h _ m—tan TTm
kT kT 1 —mtanh Zm
T. 1/(T. \° ,T. .
m T+3<Tm>(+mT +O(m")
T, T, T, 1 (T.\*
~ 1— =¢ 31 =¢ B i
(-5 {5055 ()
mit tanhx’:x—% und ﬁ: (1+m2%)
m tan Tm

R (1_7;I>+3{7;(1_1;)+;(1;)3}
Om T—T. const.
XT = & ~ W
mit v =1
h=0:

T —— )]



3. ISING-MODELL IM HYPERKUBISCHEN GITTER 48

J. =0, Jy # Jy XY-Modell
Jp = J, = J, Heisenbergspinmodell, XXX-Modell (es gibt Spinwellen)
Jz = Jy # J, XXZ-Modell entspricht 6-Vertexmodell entspricht Eismodell in D = 2

(Graphik) Verteilung der H-Atome soll die Eisregel erfiillen; genau 2 H-Atome sind dem Gitter-
punkt nahe

H-Atom nahe beim Gitterpunkt

Konfiguration fiir N x N-Gitter: Gewicht [, w%’“f; Zn(a,b,¢) =3 qons w%’nf = e Afn(.)
Symmetrisches 8-Vertexmodell entspricht XYZ-Modell (R. Baxter)

Klassische Spinmodelle (Ising):

o0 o0
In= ), fﬁJ2<”>”*+ﬂhzysi:h/ dw1~~/1 dond(P2—1) ... (G —1)eH Seiss #ipit8h i1

81,...sy=%1 -0 -0

o0

mit der Korrespondenz 5, _,, = [° donkd(p? — 1)

oo oo —(¢2-1)%/o — (%, -1)?/c
ZN = 111%/ d(pl / d(pNe (v " . € o1/ eBJZ<ij>(LPi_‘/’j)2/2+5hZ<ij>(¢?+¢?)/2eﬁhzi ®i

Vro T o

“Potential”: V() = [

o

Approximationen:

Docijs (@i — @)~ [da |V90\2

Z<ij>(%2 + ¢3) =~ const. [ dp?

Yiei = [ dep(x)

Landau (Mean-Field): Approximiere Zy = e #"WHeH ~ o=VIel mit Landaufunktional V{p] =
[dz |Vl + u(T) [deg?(x) + A [ dep?(x)

Studieren Minima des Landaufunktionals: (Sei Vo = 0): minu(T) [dzp?(z) + A [ dzp*(z) >
1(T)p(x) + 4% (2) = 0

Losung ¢(x) = 0; Ansatz pu(T) = p(T — T¢)

13.6., Bernie

a—‘llnE = g%znnz”Zn x (n) =N

= [}
Voo WE =L =p=kpTBY, nb,("
z = efr

p=keTY, bu(T) (5)
,CBLT:blchbQCZjL...

C:ﬁ7b1:1

AT -1 L AN (€0 Lol T Al omedeert Ao T0)
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AV —1=1+4+8Vp+-—1
b = —a+ g2y, o= ERY+ O(F), 7 = 2% (H51)
00 r<R;
mit Potential: V(r) =< =V Ry <r < Ry
0 r Z R2
gl p

7\ 2 3 42 2
(ot L o ~ T .
P (a+kBT)p +0(p", 5°) ~p+ap T 1 ap

L _
kgT

p gl
<k;BT I<JBT'02> (I—ap)=p
yN?
V2

(p+

)V — aN) = kgTN

V2

(p+
)V —b) = kgTN

1

T =1+xin der ersten Zeile

mit

49



KAPITEL 7

V) Thermodynamik

1. 11) Die beiden Hauptsitze:

1. Hauptsatz: Jedes thermodynamische System besitzt eine Zustandsgrofe U (innere Energie), die

mit der Warmezufuhr wichst und durch geleistete Arbeit abnimmt.

dU = dQ — dW = dQ — pdV/

totales Differential dU: § dU = 0 (ff dU ist wegunabhingig)

dQ, dW sind wegabhiingig

Ideales Gas: Verwenden thermische und kalorische Zustandsgleichung: U = %N kT, pV = NkgT,

dU = $NkpdT

Zeigen: dQ ist kein totales Differential

dQ

. BQ _ §
ware also 5% = sNkp

9Q _ NkpT

ov T \%

07Q _ ” 9*Q _ Nkp
ovor — oTov — VvV

L ist integrierender Faktor

S|

Nkp
v

dQ _ 3 NkgT , Nk _. 2
=y AdV = dS =
kel

3
= dU +pdV = S Nkpdl +

2 U . 0Q
= Gpdl + 52V

NkgT
av
%

~

98 98 9S _ 3 Nkgp
ordT + 57dV = 37 = 5%
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Klassische Niherung
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Ideale Gase
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Nichtgleichgewichtsthermodynamik
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Gleichgewichtsthermodynamik
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