Kapitel 3
Spezielle Funktionen

Funktionen wie die Legendre-Polynome (3.1)), die Besselfunktion (3.2)), die Hermite-Polynome (3.3) oder
die Laguerre-Polynome (3.4]) hingen mit den Losungen diverser Randwertprobleme zusammen, sowie mit

den Losugnen partieller Differentialgleichungen.

3.1 Legendre-Polynome

Definition. Erzeugende Funktion der Legendre-Polynome istﬂ
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V1 —2xt+t2

wenn |1 — 2zt + t?| < 1, ergibt sich nach Taylor-Entwicklung und unter Anwendung des Binomischen

Lehrsatzes:
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wenn Doppelsumme absolut konvergent ist, also wenn [t?| < 1, |2z| < 1, kénnen wir umordnen
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IDas ist ein wenig verwirrend, aber man gew6hnt sich daran
Tipp: = ist immer das, woraus die Polynome werden
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Abbildung 3.1: Die ersten sechs Legendre-Polynome P,

Beispiel. Seien z,z’ € R®, R = |z'| > r = |z|.
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Abbildung 3.2: Additionstheorem der Legendre-Polynome



Wir fithren nun den neuen Summationsindex n =1+ k in ein:
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Wir betrachten die einzelnen Faktoren:
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und damit
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und daraus schlieflich die

3.1.1 Explizite Formel fiir die Legendre-Polynome

Kon:
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Beweis.
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3.1.3 Integraldarstellung der P,
1 (22 —1)"
P,=— [ ————d
2mi /C 27 (z — x)ntl ?
C ... geschlossener Weg um x
Beweis mittels Cauchy’scher Formel fiir Ableitungen
! d
gy = M [ _fl)dz
F) 2772'/0 (z —x)ntl
wo f(z) = go7 (22 — 1)” gesetzt wird.
3.1.4 P, und DGL
Es gilt
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3.1.5 Normierung, Orthogonalitit

1
2
P.(2)P ==
/_1 (@) Py () da 2n+16nm

Beweis. Wir multiplizieren die DGL fiir die Legendre-Polynome (3.4)) P,, mit P,, und jene fiir P, mit

P,,; dann bilden wir die Differenz der so erhaltenen Produkte:

Lﬁc (1-2?) (pmdg - pnddpgﬂ + [n(n+1) — m(m + )P, Py =0

dp, dpP\1" !

(1-2?) (Pp—" — P——— + [n(n+1) — m(m + 1)] / P, (z)Py(x)dx =0
dx dz 4 1

Im letzten Schritt wurde zwischen —1 und 1 integriert; der linke Term verschwindet dadurch offensichtlich.

Damit nun )

[n(n+ 1) —m(m + 1)] /71 P, (z)Py(z)dx =0

muss, falls m #n

/_ 11 Py () Py (z)dz = 0

Fiir m = n gilt unter Verwendung der Formel von Rodrigues (3.3]) und weiters durch partielle Integration:

/11 Po(2)2ds = ﬁ /11 ((f; (=2 1)”> (;L (=2 - 1)") do
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Im letzten Schritt wurde verwendet, dass



Weiters gilt, wieder unter Verwendung partieller Integration
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Setzen wir dieses Ergebnis in Gleichung [3.6] ein, so ergibt sich schlielich

Py (2)2dz =
/,1 (@)"de = 5=

Damit stellen die Legendre-Polynome P, (x) ein orthogonales, normiertes Funktionensystem dar.

O

Bemerkung (Entwicklung von Polynomen nach Legendre-Polynomen). Sei p,(z) ein Polynom n-ter Ord-

nung in z. Dann lidsst sich p,(z) durch die Legendre-Polynome Py(z), ..., P,(z) ausdriicken:
pn(2) = agPo(2) + a1 P1(2) + ... + anPa(2) (3.7

Fiir die Koeffizienten a,, folgt durch Integration von Gleichung [3.7] und Anwendung von Gleichung [3.5]

[ 11pn(z)Pm(z)dz: 2

2m+1

Bemerkung (Entwicklung von Funktionen nach Legendre-Polynomen). Sitze iiber Konvergenz (ohne Be-

weis) dhnlich wie bei Fourierreihenentwicklung.
Z an P

a 2n—|—1/ @

Z.B. gleichmiBige Konvergenz fiir auf [—1, 1] stetige, stetig differenzierbare Funktion.

Definition (Assoziierte Legendre-Funktionen).

m/2 A" Py (z)

Pl (z) == (1 —2?%) om

Beispiel.
Pi(z) = (1-2%)"?

Beispiel. Die assoziierten Legendre-Funktionen P bilden eine Orthonomalbasis (ohne Beweis). Es gilt
z.B.

2 (n+)!
“on+1 (n—1)!

/Pm 2P (2)dz =



Bemerkung. PJ*(x) =0 wenn m > n

Differentialgleichung Assoziierte Legendre-Funktionen P™

m?
(1—a2)P) + <1(z +1) = xQ) P =0

3.2 Besselfunktion J,(z)

Erzeugende Funktion:

e2(=1) ¢ e\{0}

Entwicklung in Laurentreihe:
o0

e%(tf%): Z t" Jp ()

n=—oo

zur Erinnerung: f(z) singuldr bei z = 0

flz)= Z anz"

n=—oo

[ fw),

- 3 n+1
2mi § W

n

v ... geschlossener Weg um 0

daraus folgt:

substituieren w = %Z

Abbildung 3.3: Die ersten drei Bessel-Funktionen J,



Es heben sich alle Potenzen weg, aufler jene, wo % stehen bleibt:

z _
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k=0
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e z =
— ol (42)"
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Jn(l‘) = Z ! (5) y % dz z +h-1
’ k=0 " 2
wenn n > 0: 64 nyr
i 1) n—+2r
I () Z 'En—:r)' (f) konvergiert Vz
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(siehe dazu auch Ubungsbeispiele fiir n < 0: J,,(z) = (=1)"J},(z))
Behauptung. J,, erfillen die Bessel’sche DGL
J,’{+1J,’L+ (1—”2)%:0
x x
Beweis: analog zu Legendre-Polynomen mittels Integralformel fiir J,,(z) (siehe auch hier Ubungen; man

12
verwendet f7 dz% (ez_ﬂz_"_l) =0).

Auch die Besselfunktionen bilden eine Orthonormalbasis.

3.3 Hermite-Polynome

Definition.

o0
e*t2+2m’ _ Z Hy,(z) m

n!
n=0

Beispiel.

. 1
et H2T _ 1 _ 42 + 2tx + §4t2x2 +...

1
=1+2mt+§(4m2—2)t2+...
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Hy =42 -2
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Behauptung.
2 dn _z2

Beweis.

2 d" 2 2 4" 2 2 d”
_1n27—w:_1n17—($—t) = (=1)"e® —
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N e [ -
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>~ H
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3.3.1 Integraldarstellung

n 2 1! e *

geschlossener Weg um 0

3.3.2 Differentialgleichung

H! —2zH! +2nH, =0

(ohne Beweis; analog zu Legendre-Polynome, Besselfunktionen)




3.4 Laguerre-Polynome L, (x)

3.4.1 Erzeugende Funktion
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Die L, (x) sind die Koeffizienten der Taylor-Reihe.

3.4.2 Integraldarstellung

1 eizl—z

Ln(@) = 271 Jo (1= z)zntt dz
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Abbildung 3.5: Die ersten sechs Laguerre-Polynome L,

Beweis. Einsetzen in Integralformel

=T baw. w= 2
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w w

10



w—x 1

—x

1 e VT xdw
Ln(.%‘) = 7% (1 _ w—z

27 — )(%)”‘H w?
1 1
— T aZ —w—+x 1—2+n+17d
o [Ye v (w —x)ntl v
1 1
— T n,—w d
¢ o Ww ¢ (w —z)ntl v
ez dn n_ —x
=)
O
3.4.3 Assoziierte Laguerre-Polynome
L) = ()" L)
nAt dgm ™

3.4.4 Differentialgleichung

zL)+ (1 —2)L,, +nL, =0
sl + (1+m —x) LY +nL" =0

(Beweis mittels Integraldarstellung)

3.5 Kugelfunktionen Y™ (9, o)

Definition.
m I-m)! pm im
iflm(’ﬂ, (p) = (_1) 227—;1 El—i—m,g!‘Pl (COS/I?)e Y m 2 0
(=™ (Ylim('ﬂa 90))* m <0
WO
1=0,1,2
m=—l,—1+1,...,1—1,1
v e (0,7 ¢el0,2n]
Beispiel.
1 1
Yy =  —P%cos?) = —
0 \/E O( ) \/E
1
3
Ylo = In cos vV
o= 3 sin Yet™®
! 8

Bemerkung. Die Kugelfunktionen sind beziiglich des vollstéindigen Orthonormalsystems der (assoziierten)

Legendrepolynome definiert.



Sie bilden daher selbst ein vollsténdiges ONS fiir Funktionen, die auf der Einheitskugel definiert sind
(d.h. von (¥, ¢) abhiingen).

Insbesondere kann man zeigen, dass:
T 2m ,
/ sin ¥ dd / dp Y1 (9, 0) Y (9, ¢) = dnns Omme (3.9)
0 0
Es gilt das wichtige Additionstheorem:

47

Pi(cosa) = T

l
> YW, )Y (0, ) (3.10)
m=—1

wo « der Winkel zwischen (1,9, ¢) und (R, 0, ¢) ist

sin ¢ cos sin 6 cos ¢
cosa= | sindsing || sinfsing
cosv cos

= gin ¥ sin 6(cos ¢ cos ¢ + sin p sin @) + cos ¥ cos §
= sin¥sin 6 cos(p — ¢) + cos ¥ cos

(0, 0)

(R,0,9)

Abbildung 3.6: Additionstheorem der Kugelfunktionen

Beweis. 1. Zlmz_l Y (9, )Y (0, ¢)
ist unter Drehungen des Koordinatensystems invariant (Darstellungstheoreme, Drehgruppe, Ubungs-

beispiele)

2. wéhlen ¥ = 0, also cosa = cos 6

l

l
mx m 20+1 (1 —m)! m —im m im
Z Y, (0,9)Y," (o, ) = Z i El erg!Pl (1)e™"™ P (cos a)e'™?

m=—1 m=—1
l

2041 (1 —m)! "
SR e

20+ g C20+1
=i P (cosa) = i Py(cos a)
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3.6 Gammafunktion I'(x)

Wir betrachten zunéchst fiir o > 0

/ efozt dt = _lefat _ l
0 (0% 0 «
differenzieren n-mal nach «
00 n_—at o nn(n—l)l_ " n!
o= IR —

multiplizieren mit (—1)" und setzen

a=1: / t"e tdt=n! n=1,23,...
0

Definition. -
I(z) = / t"le7tdt zeRT
0

Beispiel.
/ t"e~tdt = n!
0
o0
(1) :/ e tdt=1=0
0
/

o0 1 2 oo
t~ze tdt = \2[/ e T 247

mit t = T—;, dt = 7dr = \/§t1/2d7'.

I

Abbildung 3.7: Die Gammafunktion I'(x)
Es gilt:

I(z+1) =al'(z) r € RT
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—_———
v’ 0

oo
= x/ " letdt
0

= zl(x)

oo o0
/ t eTtdt = t%(—e7t) °°—/ dt xt* 1 (—et)
0 N~ 0 0
u

Definition. Wenn z € R™\{—1, -2, -3, ...} kénnen wir I'(z) := %F(a: + 1) definieren.

Beispiel.

Bemerkung. Fir x € {0,—1,-2,-3,...} ist I'(x) singulér!

Beispiel.

1
lir% I'(e) = lim =T'(1 +¢)

e—0 €

1
= lim — lim I'(1 + ¢)

e—0 € e—0
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