Kapitel 2

Fourierreihen und -transformation

2.1 Fourierreihen

1822 postulierte Fourier (ohne stichhaltige Beweise):

,Jede beliebige Funktion f(z) mit Periode L, d.h. f(z) = f(x + L), lisst sich in eine Reihe der Gestalt

- 2 2
f(z) = % +; <ancos ng + by, sin ng>

entwickeln, wo

L
2
/f(:zc)cos T Az n=20,1,2,...
0 L

2
L
2 (* 2
bn:z/o f(x)sin ngdx n=12...

Analog gilt (siehe Ubungen)

flz) = i cn%e%m

n=—oo

Cn = /OL f(:v)%e

Beweise zu Fouriers Postulat — unter welchen Voraussetzungen die Reihe in welchem Sinne konvergiert:

WO

_ 2min

L *dx

Mitte 19. Jhd.: Dirichlet, Riemann

Anfang 20.Jhd.: Lebesgue, Riesz, Fischer

Beispiel.

flz) = <” "””)2 z € [0,2n)



1,

0 I 27

Abbildung 2.1: f(x) = (”T_w)?

2

Offensichtlich gilt f(0) = f(27) = 7

Fiir n # 0 ist
2 /2“ T — d 1
ap = - cosnxdr =...= —
27T 0 2 TL2
b, = =0
und )
2 T(m—x 72
== de=...= —
“ 27 Jo <2> !
Damit oo
21?7 T Ccosnx

Wollen folgenden Satz beweisen:

Satz. Sei f(x) L-periodisch, stetig und stetig differenzierbar. Dann konvergiert die Fourierreihe fy(x) =
Z,]:[:_N 2™ gleichmdfig gegen f (0. B.d. A. L =1).

Beweis in zwei Schritten:

1. Fourierreihe konvergiert gleichméfig

2. Fiir festes x € [0, 1] konvergiert Fourierreihe punktweise gegen f.

c+1 | 1
| rwaet [ raas
wo c € R und f(z) = f(z +1).

/c1 f(w)dz+/1c+l f(z)dx = /ch(y+ 1)dz = /ch(y)dy - /ch(x)dx

wo y = x — 1 gesetzt wurde.

Einige Hilfsiiberlegungen:



Bessel’sche Ungleichung

S Jeal? / e (2.1)

n=—oo

Beweis. Im folgenden ist ¢, das komplex Konjugierte von ¢,.

1 N N
0 S / dx (f _ Z CHQQWinI> <f _ Z 67ne27rimm>
O = —
N N 1
/ dl‘f Z Cn/ f 727rm5”d1- Z Cm/ f 2‘11'ma:dx+ Z Z Cncm/ e —2mi(n-
’ 0

n=—N m=—N —Nm=—N

/ dl’f Z CnCn — Z CmCm + Z Z Cncm nm
—Nm=—N

S Jeal? / fa VN

n=—oo

O
Riemann-Lebesgue Lemma
lim ¢, =0 (2.2)
Bewets. Da
Z len]? / f(z)?dz < o
muss ¢, Nullfolge sein!
O

Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

N N
bo| <\ [ D anl* | 1bal? (2.3)
n=1

n=1

Nun wollen wir zeigen, dass die Fourierreihe gleichméflig konvergiert , d.h. fiir alle e existiert ein Ny
unabhéngig von z € [0, 1], sodass VN', N > Ny, wo N’ < N

|fn(z) = fvi(z)| <e  Vzel0,1]

Beweis. Zunéchst zeigen wir

—N-1

N
|fn(x) — fn (x)| — Z Cne%rinz _ Z Z Z Cn627rinz
n=—N

n=—N' n=-— n=N+1

_ Z CneQﬂ'inz < Z |Cn‘ (24)

N+1<|n|<N/ N+1<|n|<N’




Da laut Voraussetzung f stetig differenzierbar ist, konnen wir die Fourierkoeffizienten d,, := fol f/(z)e 2minedy

von f’ betrachten. Es gilt die Ableitungsformel
dy, = 2minecy, (2.5)

Beweis. Partielle Integration ergibt

! 1
dn = /0 f’(x)e—QTrinxdx — f(x)e—Zwinac’(l) _ (—27Tin)/0 f(l_)e—%rina:dx =0+ 27Tincn

wobei der erste Term aufgrund der Periodizitdt verschwindet .

Nun setzen wir die Ableitungsformel (2.5 in (2.4)) ein, wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (2.3)) an

und erhalten die erste Zeile der folgenden Ungleichungskette:

2

1 1 .
|fn(z) — far(2)] < Z e < Z — Z |dn|
N+1<|n|<N' N+1<|n|<N' N+1<|n|<N
1 const !
2 2
NI = I S e e
N+1<|n| N+1<|n| 0
const

N—oco
-const — 0

- VN

Weiters haben wir in der zweiten Zeile die Bessel’sche Ungleichung (2.1) fiir f'(z) sowie die folgende

Uberlegung verwendet:

1 <1 o0 dx 2 ™ 2
— =9 — = — = —
Y 52X m<) oo -

N+1<|n] n=N+1 N+1 N+1

Wir zeigen nun, dass fiir festes = € [0, 1]

lim (fn(z) = f(2)) =0

N—o0

Definition. Dirichlet-Klassen
DN(Lt): Z eQﬂ'ina:

[n|<N

Bemerkunyg.
DN(.%‘) = DN(LL' + 1)

Sei x € Z. Dann ist

Dy(z)= ) 1=2N+1
|n|<N



Nun sei & ¢ Z. Dann gilt unter Verwendung der Summenformel fiir die geometrische Reihe

. 1— e27ri(2N+1):L’ eQﬂ’i(NJrl):r _ e~ 27iNz
DN(JZ) _ 6727r1Nm _

1— e27ria; eQT(i]J -1
eTiz eiw(2N+1)x _ e—iTr(2N+1)x Si1'17T(2N 4 1)1‘
- e7ri:1: ) eiwx _ efimr - sin T

und mit dem Satz von L’Hospital

sinm(2N + 1)z
sin Tx

Dy(x) = YV € [0,1]

Weiters

1
fN(x) — Z Cne27rin;c _ Z / dyf(y)e—Qﬂ'inye%rinx
0

In|<N In|<N
1/2

1 11—z
_ / dyf(y) D (x —y) = / dy f( + ) D (y') = / dyf(x + y)Dn(y)
0

—z —-1/2

wo y' = y — x. In der letzten Gleichung wurde die Periodizitit des Integranden benutzt (y' — y' + 1).

1/2
fn(@) - f(z) = / Y@ +1) = F@)}DN()

~1/
_ /1/2 J f(‘17+y—)_msin7r(2N+ Dy
1/ sin 7y

Dabei ist der erste Faktor des Integranden stetig in [—%, %]

Schliefllich gilt, unter Benutzung des Riemann-Lebesgue-Lemmas (2.2))
Jim (fx(e) ~ f() =0
— 00

Weitere Verallgemeinerung:

Satz. Sei f stetig bis auf endlich viele Unstetigkeitsstellen, die nur Sprungstellen sein sollen. Bis auf die
Sprungstellenn und weitere endlich viele Knicke sei f stetig differenzierbar und es sollen tberall Links-

und Rechtsableitungen existieren.

Dann

1. konvergiert f,(x) — f(x) gleichmdiflig in jedem abgeschlossenen Intervall, das keine Sprungstelle
enthdlt.

2. konvergiert f,(x) um die Sprungstelle xo gegen

1
§(f($0+0)+f(l“0—0))
den Mittelwert von limy~ 4, f(z) =: f(zo + 0) und lim, ~,, f(z) =: f(xo —0).
Bemerkunyg. 1. Abgesehen von Knickstellen schon bewiesen; bisheriger Beweis bleibt giiltig auch fiir
Knickstellen, da die Bessel’sche Ungleichung und das Riemann-Lebesgue-Lemma auch fiir diesen

Fall giiltig sind (ohne Beweis, siehe spéter).



Gibbs-Phinomen (ohne Beweis) In der Nihe einer Sprungstelle wird f(z) von den Partialsummen

fn(z) um ca. 8,9% der Sprungweite iibertroffen, Zmax = O (7).

Beispiel.
1 0<z<m

fx) =

-1 < <27

P (@man) — F(@max) = 0179 ... + O (;)

1
LTmax = O (N)

2.2 Fourier-Transformation

Fiir die stetige und stetig differenzierbare, L-periodische Funktion f(n) gilt

00 L/2 1 o 1 2
fz) = _Z: </_L/2f(y)\/fe E ydy)-\/ze oY

Intuitiv: wenn L — oo

2mn
k=~ —
L
2
dk ~ —
L
= 27 o0
Z fN/_oodk
n=—oo

flzx) = \/% /_Z dk (\/127 /_Z f(y)e_ikydy> ok

In welchem Sinn gilt nun die Niherung; und fiir welche f(x) existiert ffooo flx)e F2dg?

Definition. Sei S die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen R — C, sodass f und alle

ihre Ableitungen schneller als jede Potenz bei |z| — 0o gegen Null geht; das bedeutet mathematisch

sup xpf(q)(a:)‘ < o0 Vp,q €N
z€R

oder: es existiert ein z¢ > 0, sodass fiir |z| > xg
’:rpf(q) (x)‘ < const p,q €N

oder
lim ‘mpf(‘”(x)‘ =0 Vp,q € N



Beispiel.
L
et €8
1
—— ¢S

14 a2
e ¢S
elelg s

Bemerkunyg.

feS=rmMes
feS=paflx)es

wo p(x) Polynom.

Definition (Fouriertransformation). Sei f € S. Dann lauten die Fouriertransformation Ff und die

inverse Fouriertransformation F ! f
(FP)(k) = \/% [ e ke
1 o0 :
F'H(k :—/ k)elt* dk eR
Fow == [ swear

Satz. Wenn f € S, dann existiert F f.

Beweis.

(FNE)| = \ | e

< [ 1= [ o et /| £ (@)ld

c 2¢c
< —Qdm = — <
|z|>zo T Zo

Hierbei wurde benutzt, dass der linke Term wegen der Stetigkeit von f endlich ist. Weiters kann man xg

so wihlen, dass fiir |z| > z¢ gilt [f(z)] < 5.
O

Bemerkung. (Ff)(k) konvergiert fiir f € S absolut (ist dabei k-unabhéngig); und ist somit gleichm&Big

konvergent in k.

Beispiel.

Jla) =o'
= (Ff)(k) =™/

Siehe dazu auch die Ubungen!

Definition (Gleichmifiige Konvergenz).

/OOO f(z,y)dz



konvergiert gleichmdfig in y € [y,,y1] falls es zu jedem € > 0 ein N gibt, sodass fiir alle N1, Ny > N,

Y € [Yo, y1] gilt
Ny

flz,y)dz| < e

Ny

Die Funktionen

o(y) = / flay)de  stetig

g9'(y) = /oo 8f((91; W) g

nur wenn f:o g—’yc(x, y)dx gleichmifig konvergent in y.

2.2.1 Ableitungsformeln

(ff/)(k) = \/% /:XD f/(([)e*ikaidx = \/% f(x)e*iklriooo +ik /:)O f(x)ezkzdx:|
~ kN 00

Dabei wurde partiell integriert (das ist erlaubt, da (Ff’)(k) gleichméBig konvergent in k ist). Der erste
Term fillt dann weg, da f(x) € S.

Iteration fithrt zu hoheren Ableitungen:

(F19) () = R (FF)R)

(Ff) (k)= \/%TT _OO v ((fme—ikx) dr = \/%? /_oo F(2)(—iz)e ko dy

= (F(=izf))(k) (2.7)

Hier ist mit f(x) € S auch iz f(x) € S. Da (F(—izf))(k) gleichméBig konvergent in k, durfte unter dem
Integralzeichen differenziert werden.

Iteration:

(FND (k) = (F(=iz)@ f)(k)
Insgesamt
() (F O k) = (P F (i0)1f) () = F ((G)1) ) () pgeN
Satz. Fourierreihe bildet S auf sich selbst ab, d. h. wenn f € S, dann auch Ff € S. (siehe Ubungen)

Satz (Plancherel-Gleichung). (ohne Beweis.) Fir f € S gilt

/m |f(2)Pda = /OO [(Ff)(k)|dk

— 00 — 0o



Satz (Faltungstheorem). Fir f,g € S gilt

F(f-9)=FfoFg (2.8)
F(fog)=Ff Fg (2.9)
v 1 < ! / !
(fog)(w)=¢7?[mf($ )g(z —a)da" = (go f)(z) (2.10)
Beweis.

Ff-Fg= f / e flal )’ / e~ g(y/ )y
- / = / o) £(a) gy Yo' dyf

— E/ dxe—i’“ﬁ/_ f(x—y)g(y)dy
- / dze %2 (g o f)(x) = F((g o f))(k)
— F((f 0 9))(k)

In der dritten Zeile haben wir x = 2’ + %/, y = v’ und d2'dy’ = dzdy verwendet.

2.2.2 Anwendungsbeispiel der Fouriertransformation

Auffinden spezieller Losungen von Differentialgleichungen, z. B.

y' —y=1rf

bei vorgegebenem f € S.

Fouriertransformation der Gleichung

Fy'—Fy=Ff
—k2Fy—Fy=Ff
~(1+K)Fy=Ff

1

1+k2}—f

Fy=—

Riicktransfomation und Anwendung des Faltungstheorems [2.9] ergibt

- - 1 _
FlFy=y=-F 1(1+k2)of 'Ff

o) = (7 () o) @
o)== [ e war

da F~1 (1+k2) = \/5e Il (siehe Ubungen).



Bemerkung. Vgl. frithere Formel fiir spezielle Losungen:

Homogene Losung 3"/ —y =0

Yy =e
Yo =e€
e e
W = P =-2

z -z / z .z /
Yspes () = _ex/ c 7f2(£17 )dZC + eix‘/ e J )dx
C1 (&

- 1

héngt mit obiger Losung zusammen:

1 [ / 1 [ / 1 [ '
_7/ e—|;r—:r If(:r/)dx/ _ _7/ e—w-i—w f(l,/)dx/ o 7/ =T f(x’)dx’
2] 2/ 2/,
1 z ’ 1 z ’ !
= —5/ e Tt f(w’)dx’+—§/ " f(2")dr' + Kie™™ + Kae®
c1 Cc2

Dabei sind K7 und K endlich, da f(z) € S.

2.2.3 Mehrdimensionale Fouriertransformation

Definition. Fiir x € R" ist f(xz) € S, wenn f beliebig hohe partielle Ableitungen besitzt und fiir
r= \/x%+x22+...+x% sowie fiir alle £ € N und fiir alle p=p1 +p2+ ... + ppn, p; € N

orf
lim |rF——L | =0
r—oo | Qxit ... dxb"
Beispiel.
e es
x?e_rz es
Dagegen eai ¢ S, da es mit 1 = 0 bei r — oo nicht abfillt.
T k1
Definition (Mehrdimensionale Fouriertransformation). Sei x = eR" k= e R™
Tn kn

10



Beispiel. n =3, ¢,k € R®

f(a:) _ e—w2/2 _ ﬁe—wf/Q
, i=1
(Ff)(k) = [[e/2 = /2

=1

Bei allgemeinen f(x) faktorisiert (F f)(k) nicht!

2.2.3.1 Fouriertransformation einer radialsymmetrischen Funktion

T
Sein=3,z=| zy |,r=1+/2%+23+ 2% und f(x) = f(r). Denken wir uns k € R? fest,
T3

kx = krcosf
d3z = r2drsin 0d0d¢ = r2drd cos dé

wok=|k|,0<0<m 0<¢ <27 Dann ist

1 > o ' —ikrcos 6,2
G | dr/o d¢[1dcos9e rf(r)

_ 1 /Ood 1 —ikr cos 6 cos0=1 Qf( )
“enz )y ikt mAr

cosf=—1
(FHk) = \/zllc /000 dr f(r)rsinkr

Analog die Riicktransformation

(FF)(k) = (FFK) =

(FU)(r) = \/271« /OOO dk f (k)k sin kr

Wihlen Polarkoordinaten im R®

r1 =rsinfcos ¢
To = rsinfsin ¢

r3 = 1 Ccosf
mit 0 < 0 <7 und 0 < ¢ < 27; weiters

d3z = dzidaadagr?dr sin 0d0de

Wiéhlen x1, 9, 23-Achsen so, dass k || z3-Achse

ki =0
ks =0
k3 =0

11

(2.11)

(2.12)



AuBlerdem k = |k|.
Beispiel.

y=e"" a>0

fr
\/§k|(]-"f)(|k|)/ drsin|k|re""r:1m/ dre=(e~ilkry.
0 0

1 o 1 (a +i|k|)2
—1 dre—(a=ilkDr,. _ | ,
ma—i|k|/o " T TRD? (@t k)2
2alk|
(a2 + k2)°

(FF)(k]) = \/Z(Z"Z')

In der zweiten Zeile wurde dabei partiell integriert.

[1] ARFKEN, G.: Mathematical Methods for Physicists. Addison-Wesley, 1981.
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