Kapitel 1

Lineare gewodhnliche
Differentialgleichungen und

Randwertprobleme

Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Gleichung, in der die Variable x, die gesuchte Funktion y(x)

sowie deren Ableitungen vorkommen.

Eine gewdhnliche Differentialgleichung in einer Variable x und einer gesuchten Funktion y(z) ist von der

Form
F(z,y, vy, ....y"™) =0

Die hochste auftretende (n-te) Ableitung heifit Ordnung der Differentialgleichung.

Beispiel (Gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung).
W) +y* =1

Einen bedeutenden Spezialfall stellt die lineare gewdhnliche Differentialgleichung dar: sie ist linear in

v,y Yy

Beispiel (Lineare gewthnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung).
y' +y=0 (1.1)

mit Losung (¢1, co Konstanten)

Yy =c1008T + cosinx (1.2)

Bemerkung (Notation). Motiviert von der physikalischen Anwendung heifit die Variable oft ¢ (time)
und die gesuchte Funktion z(t); die Ableitung nach ¢ wird mit einem Punkt bezeichnet, &(¢). In dieser
Schreibweise lauten die obige DGL ([L.1)) und ihre Losung (1.2)

rT+x=0

x(t) = ¢1 cost + co cost



Fragen, die im Zusammenhang mit DGL auftreten, sind insbesondere nach Ezistenz, Findeutigkeit und

Gesamtheit der Losungen.

Ein Anfangswertproblem gibt Werte zu einer DGL ausschliefSlich an derselben Stelle vor,

y(xo), 9/ (zo), .-

bzw.
x(to), (to), - - -

Ein Randwertproblem gibt dagegen Werte an verschiedenen Stellen vor, z. B. (z¢ # 1)
y(zo), y(x1)

bzw.
z(to), z(t1)

Beispiel (Randwertproblem).

Y +y
y(0)
y(1)

I
o o o

1

Wir werden sehen, dass y(z) = 0 fiir alle 2. Dieses Randwertproblem hat damit keine nichttriviale Losung!

Wir dndern unsere Fragestellung und wollen jetzt wissen, zu welchen Werten A € C es Losungen y(x)
gibt, die
y' + Ay =0

erfiillen, und wie alle diese A, und y,(z) (fiir n = 1,2, 3,...) lauten. Ein Beispiel fiir eine solche Situation
liefert die Quantenmechanik (QM): Fiir welche Energiewerte hat die Schrédingergleichung eines Elektrons

im Wasserstoffatom Losungen?

1.1 Wiederholung von gew6hnlichen Differentialgleichungen mit

Anfangsbedingungen

Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz (Peano, Picard-Lindelsf; ohne Beweis)). Sei

y/ = f(x,y)

Wenn f stetig im rechteckigen Gebiet G C R? ist, sowie in G die Lipschitzbedingung erfillt, so gibt es
fiir jedes (zo,y0) € G genau eine Lésung der DGL, die in einer Umgebung von x definiert ist, y(xo) = yo
erfillt und stetig von (o, yo) abhingt.

Definition (Lipschitzbedingung). Die Funktion f erfiillt im rechteckigen Gebiet G eine Lipschitzbedin-
gung, wenn es ein N > 0 gibt, sodass fiir alle (z,y1), (z,y2) € G

|f(@,y2) — f(z,91)| < Nlya — 1]



Bemerkung. Fiir uns geniigt die schwéchere Version fiir Existenz und Eindeutigkeit, dass f in einem
rechteckigen Gebiet stetig sein und (bei festem z) eine beschrinkte partielle Ableitung nach y haben soll,
d.h.

of
== <N
)
fiir V > 0 sein soll.
Beispiel.
Y =y
y(0) =1

Voraussetzung des Eindeutigkeitssatzes mit y > a, a > 0 erfiillt.

flzy) =y

ist stetig,

< —
Y~ 2v/a

ist beschrénkt, da a > 0. Also existiert eine eindeutige Losung (siehe spéter).

af| 1 1
dy| 2

Speziell fiir

Y + f(x)y = g(x)

lautet der Existenz- und Eindeutigkeitssatz (EES):

Wenn f(z), g(z) auf abgeschlossenen Intervall stetig, dann gibt es eine eindeutige Losung, die die An-

fangsbedingung y(z¢), xo € I erfiillt.

SchlieBilich fiir

y' = f(z,y,y)

ist der EES wie folgt:

Wenn f stetig im zylindrischen Gebiet G = I x Ky (wo I C R Intervall, Ky € R?Kreisscheibe) ist, und

partielle Ableitungen nach y, 3’ besitzt, so existiert eine eindeutige Losung, die die Anfangsbedingung

erfiillt.



1.1.1 Typ getrennte Variable

. f@
YT @)
dy _ @)
dx 9(y)

/ o(y)dy / f(z)da

anschlieffend nach y(z) aufloésen

1.1.2 Lineare DGL 1. Ordnung

Y + flx)y = g(x)

Yges (x) = Z/hom(x) + Yspez (x)

Yhom 1St allgemeine Losung von y' + f(z)y = 0 und das ist ja Typ getrennte Variable

Yspez durch Variation der Konstanten

Beispiel.

v4+y=1+uz
Yhom = ke~ %, keR
Yspez (1) = k(z)e™™
Ke ™ —ke ™" +ke*=1+ux
K = (1+x)e”

k:/(lﬁ—x)exdx:ew—i—zex—e“‘—&—c

wéhlen ¢ =0
Yges = ke +
1.1.3 Homogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y” + a1y' + apy = 0 ap,a1 €R

Ansatz:

y:e’\m =M 4+ar+a =0
. _ A1z Aox
® A\ # A2 ! Yhom = 1717 + cge
e A\ =X =X Yhom = 18N + coze®

e Wenn y1, y2 Losung der homogenen linearen DGL, so ist selbst fiir ¢1,co € C 1M 4 coe?® Losung



e Wenn A\, » = o £if3: gilt fiir y; = eMT gy = eyt =g
daher sind auch

1 1
Reyr = §(y1 +y1) = §(y1 +y2)
I Ly —yi) = 2 (5 — w2
m = —(y; — — Z(yy —
Y1 % Y1 — Y1 B Y1 — Y2
Losungen mit
Reel®tiPz  — e cos Bz
Imel@H?  —  %gin By
konnen wir auch schreiben
Yhom = €““(c1cosfBx + cqsinfr)

Zur Erinnerung:
2 Losungen y; (), y2(z) sind linear unabhéngig (heifen Hauptsystem)

Wronski-Determinante verschwindet nicht Vx

Y1 Y2
0F#W(x)=|" 7| =vys — Y1y
Y1 Y2
Beispiel. A\ # g, y1 = eM%, yp = ™27

W(z) = =eMTeM2T(\y — \) £ 0Va

/\1€>\1I )\QGAQ'T

1.1.4 Inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Y + a1y’ + aoy = f(x)
Yges = Yhom T+ Yspez
Yspez = C1(2)y1 () + ca(x)y2(z)

Die Losung der homogenen Gleichung yhom = c1y1 + coy2 kennen wir schon aus Abschnitt Yspez
bestimmen wir mittels Variation der Konstanten. Man kann durch Einsetzen in inhomogene DGL nicht
beide ¢y, ¢y festlegen, daher extra Bedingung notwendig.
Die spezielle Losung ist frei wahlbar!
Daher folgender Ansatz:

iy + chy2 =0

rechnet man das durch, ergibt sich:

yspcz(x) =N / %d(t + Y2 %dl’



Beispiel. ¢y’ +y=1= f(z)=1

M 41=0,\ o =i

Y1 = COSZT, Yy = sinx

=cos?z +sin’z =1

cosr sinx
—sinx coszT

Yspez = —cosx/sinxdx—&—sinx/cosxdxz1

Yges = k1 cOST + ko sinx + 1

1.1.5 Allgemeine homogene lineare DGL 2. Ordnung

y' + fl@)y +g(x)y=0

Es existieren 2 l.u. Losungen, aber es gibt kein allgemeines Verfahren zu deren Bestimmung.

Manchmal ist eine Losung yq(x) bekannt (z.B. durch Erraten), dann kann man dazu eine lL.u. Losung

y2(x) bestimmen.

Betrachten zunichst W, leiten ab und setzen fiir y” die DGL ein:
W = y1ys — you;
W' =1y + y1ys — yay1 — y2yi = Y15 — Y21y
= y1(=fy2 — 9y2) — v2(fvi — gy1) — f(v1ya — y211)

= —fW
dw
W / fdz
InW = —/fdx
W =e [/
Trick:
4 ! /
(yz) _ v W
1 Yt y?
w
U1 Y1
w
ya(z) = yl(x)/—zdx
Y1
Beispiel.

Durch Erraten: y;(z) = z



Probe:

yp =1

y =0
2z + 2
1—a2 1—x27

2x
f(.]?) - 1— 22
P 1
Wiz) = e mazd® _ o—In(1—2”) _
(2) =e ¢ 1— a2

1 1. 1
=z(——+=ln +:C)
2 1—=z
z. 1l+z
=-14+=1
Ty,

1.1.6 Allgemeine lineare inhomogene DGL 2. Ordnung
y'+ f@)y +g(x)y = h(x)
Yges = Yhom T Yspez
Die homogene Losung wird wie zuvor (Abschnitt bestimmt, die spezielle mittels Variation der
Konstanten

h h
Yges = k1y1 + kay2 — 1 / %dx +y2 CIAL P

1.1.7 Potenzreihenentwicklung

Wir betrachten
Y+ flo)y +g(@)y=0

und suchen bei x = ¢ ndherungsweise Losungen

Definition. 1. f(z), g(x) kénnen bei zy analytisch ins Komplexe fortgesetzt werden, x heifit requldre
Stelle.

2. Gilt dies nur fiir (z — z¢) f(z) und (z — x0)%g(z), heiBt zo reguldre Singularitit
3. Sonst heiflt z¢ singuldre Stelle

Es gilt:

1. Ist xo reguliire Stelle, so fithrt y(z) = Y7 an(z — )™ zu zwei 1. u. Losungen



2. Ist o regulére Singularitéit, so fithrt der Frobeniusansatz y(xz) = Y .- an(x — 20)?™", ag # 0
zu mindestens einer Losung y; (x). Der Index p wird als Wurzel deiner parametrischen Gleichung

erhalten. Wir bezeichnen diese beiden Wurzeln mit p;, ps.

(a) Wenn py — p2 ¢ Z, so liefern y1 (z) = 307 an(z — 20)* ™" und yo(z) = D07 g an(z — 2)P> "

zwei 1. u. Losungen.

oo

(b) Wenn p; — p2 € Z (also insbesondere p; = ps), so liefert yi(z) = >0 jan(x — 20)”* T eine

Losung, die zweite dazu 1. u. Losung wird mit der Wronskideterminante gefunden. Es erbit sich

dabei -
ya2(z) = ey (z) In(z — xo) + Z an(z — 20)P2T"
n=0
Beispiel.
Yty ey
x z(1—x)
1
- f(z)
x
1
0= 9(x)
Es ist zg = 0 eine reguldre Singularitét, weil
1
r— =1
x
9 1 T

* x(l—x)zl—x

bei = 0 analytisch fortsetzbar ist (%= hat keinen Pol bei zg = 0).

1—=

Ansatz:

(o)
y= aa®*"
n=0

o0
v =Y aulo+mat!

n=0

' =3 an(o+n)(o+n— 1)zt

n=0

am bestem in folgende Umformung einsetzen

r(l—z)y" +(1—2)y +y=0

Z {an(o+n)(0+n—1)(z —2®)2?T" 2 + a,(0+n)(1 — 2)22™" ! + a,2°""} =0

n=0

und sortieren nach Potenzen von x:



oo

D {z# et n)etn—14+1) +at* [~(o+n)(e+n—1) ~ (e+n) +1]} =0

n=0

(o) o0
>_anle+ )2t Y an L= (o) 2t =0

n=0 n=0

Die niedrigsten Potenzen von zx treten in den Summanden mit n = 0 auf, und zwar in der ersten Summe
bei

Nun ist It. Vor. ag # 0 = 02> =0 = ¢ = 0 (bei 2 Losungen wiirden 2 Fille unterschieden)

o0 o0
= Z annix™ ! 4 Z an(1—n*z" =0
n=0 n=0

Wieder Koeffizientenvergleich:

z7l:ap-0=0

also keine Aussage, setzen mit dem néchsten fort

0 a1 +ap=0 = ai= —ag

o' dag+a;(1-1)=0 = ay =0

22 9az3+ax(1—4)=0 = a3 =0

kénnte man noch fortsetzen, durch Induktionsbeweis Regelméfligkeit zeigen, ...

y(x) = ao(1l — )

:>y1:1—x

Potenzreihe hat fiir 2. Losung nichts gebracht, aber wir kénnen sie mit der Wronskideterminante bestim-

men

Bemerkung. Warum muss bei Frobeniusansatz Bedingung fiir regulére Singularitit erfiillt sein?

Wiire z.B. g(z) = S5 + Y50 _, cex® mit c_3 # 0, dann folgt nach Einsetzen

o0
y(x) = Zan$9+"
n=0

mittels Koeffizientenvergleich, dass ¢_3 = 0 = Widerspruch!!

Bemerkung. Einsetzen der Frobeniusreihenlosung y;(x) in die Wronskideterminantenformel fiithrt allge-

mein zu yo(z) = u(x) Inz + v(x), wo u(z), v(z) Frobeniusreihen sind

1.2 Randwertprobleme bei gew6hnlichen DGL 2. Ordnung

Y + f(x)y + g(x)y = h(zx)



Randbedingung:

ary(a) + f1y'(a) = m
azy(b) + Boy/ (b)) = 2

aabaalaa%ﬂlaﬁ%’ylaf)@ € R7 a 7é b

Spezialfille:

(1 = B2 = 0 Dirichlet’sches Randwertproblem
e a1 = as = 0 Neumann’sches Randwertproblem

e h(x) =0, v1 =72 = 0 homogenes Randwertproblem

sonst inhomogenes Randwertproblem

Bei homogenen RWP gibt es immer die triviale Losung y(z) = 0; wir nennen ein homogenes RWP [lsbar,

wenn es ein y(x) # 0 gibt.

Im Gegensatz zum AWP ist inhomogenes RWP i. A. nicht immer l6sbar

Beispiel.

pr+1=0
W= =i

Yy =C1CO8T + cosinx
y(0)=0:01
=y =-cysinz
1)=0=cysinl
y(1) o 8in
#£0

Beispiel.

10



Mittels Variation der Konstanten (W =1, f = 1):

Yy =c1c0sx + cosinx + 1
y(0)=0=c +1
=y =—cosz+cesinz +1

y(r)=0=—(-1)+c3-0+1

Einsetzen der Randbedingungen fiihrt also auf den Widerspruch 0 = 2; es gibt daher keine Losung.

Beispiel.
y/l + )\y — O
AERT, y(0) =y(1) =0
y ="
pHA=0
W= +ivA
y = ¢1 cos VAT + o sin VvV Az
y(O) = O = (1
=y =cysinVz
y(1) = 0 = cosin VA
=VA=nr
Co # 0
A\, = (nm)?
Yn = csinnmx
mit n =1,2,3,.... Die unbestimmte Konstante kann durch eine Normierungsbedingung festgelegt werden
, z.B.:

1
/ y2(2)dz = 1
0

1 2 nm 2

2 .2 ¢ .2 c
c sin“ nraxder = — sin®ydy = —
0 nm Jo 2

c=V2

wobei y = nmx benutzt wurde.

1.2.1 Sturm-Liouville’sches Randwertproblem

(p(2)y") + q(x)y + Mr(z)y =0

11



ary(a) + Bry'(a) =
a2y(b) + B2y (b) =

D, q, r reelle stetige Funktionen und iiberdies ist p(z), r(z) positiv Vz
Ges.: Eigenwerte \,, und zugehorige Eigenfunktionen y,(x) # 0

Beispiel.

Es gilt, ohne Beweis, erlautert am Beispiel:

Satz. e Figenwerte sind reell, streng monoton steigend, \,, — 00
Bsp: A\, = (nm)?, n=1,2,3,...

o FEigenfunktionen sind bis auf konstanten Faktor eindeutig

Bsp.: y, = csinnnx

o EF y, hat in (a,b) n — 1 Nullstellen

Bsp.: y3 = csin3nx

[S]

0 : 2 1

Abbildung 1.1: y(z) = sin 37wz

o EF bilden bilden (bei geeigneter Normierung) ein Orthonormalsystem mit Belegfunktion r(x)

b
[ @@ (@) = 5o

Bsp.: c= \/5, Yn = V2sinmrzx

12



Sein #m:

1 1
/ V2sin nrzy/2sinmrzds = / cos(n — m)wx — cos(n + m)rxde
0 0

1 1 1
— ———sin(n+m)rx| =0

= ———sin(n —m)rx
( ) o (m+m)r 0

(n—m)m

1 1

1

/QSinznﬂ'xdx:ZE/ (1 —cos2nmx)dx =1
0 0

e EF y, bilden vollstiandiges Orthonormalsystem. Das bedeutet insbesondere: Ist [ stiickweise stetig

differenzierbar in (a,b) und erfillt die Randbedingungen, so konvergiert

N
fN(x) = Z Cnyn(x)
n=0

mat

gleichmdflig gegen f (siehe auch Abbd.

Abbildung 1.2: Gleichmifige Konvergenz von fy(z) gegen f(z) (i < j)

o Ist f Lebesgue-quadratintegrierbar (siehe 77) in (a,b), so konvergiert fn im quadratischen Mittel

gegen f ,
Jim [ r@If@) = fx@) s =0

Beispiel: Fourierentwicklung f(0) = f(1) = 0 stetig differenzierbar

N
fn(x) = Z cnV2sinnmz
n=0

1
cn:/ f(z)V2sinnrz de
0

13



1.2.2 Verallgemeinerung der Randbedingungen
Entweder Stetigkeit, oder Endlichkeit, oder héchstens Anwachsen wie Polynom bei a oder b.
Auch ein unendlich grofies Intervall (z.B. a = 0, b = c0) ist zugelassen.

1.2.3 Wichtige Beispiele

Legendre-Polynome P, ()
(1—2%)y) +xy=0, xc[-1,1]

Randbedingung: y(+1) < oo

ausschreiben und ausdifferenzieren:

(1—2%)y" —2zy’ + Ay =0

Ohne Beweis oder Herleitung:
=A=n(n+1),n=0,1,2,3,...

Yn - - . Legendre-Polynome

P = 1
P1 = X
1 2

DGL kommt bei Beschreibung von Membranen vor. DGL muss gelost werden und Lésung muss Randbe-

dingung geniigen

Bemerkung. DGL hat an sich zwei 1. u. Losungen, durch Randbedingung bleibt jedoch nur eine {ibrig.

Besselfunktion J, )

(2y') =y + Aay, = € [0,1]
n=0,1,2,3,... fix vorgegeben
y(1) =0, y(0) < o0

mittels &€ = v Az und y(z) := J(£) transformieren wir (siche Ubungen)

E2T"(€) +&J'(€) + (€2 —n*)J(§) =0
J(VA) =0, J(0) < oo

= Aum = k2 kn,m ... Nullstellen von J

Jpn, Besselfunktion, y, () = Jy (kn,mz)
Besselfunktionen hingen mit Kugelfunktionen zusammen

Bemerkung. Die zweite 1. u. Losung erfiillt die Randbedingung y(0) < oo nicht.

14



Hermite-Polynome H,,
(e y) +Xe"y=0,yeR

y darf in oo hochstens wie endliche Potenz ansteigen (d.h. y ist Polynom)

Wir schreiben die Gleichung um:
y' —2zy +Ay=0

=>A=2n,n=0,1,2,...

Yn - . - Hermitepolynome H,

Hy = 1
H1 = 2z
Hy = 42°-2

Bemerkung. Die zweite 1. u. Losung der DGL steigt nicht-polynomisch an.

Laguerre-Polynome L,
(ze™™y") +Xe "y =0, z € [0, 00]
y(0) < oo

y darf in oo hochstens wie endliche Potenz ansteigen (d.h. y ist Polynom)

Wir schreiben wieder die Gleichung um:
zy” +(1—2)y + Ay =0

=\, =n

Yn - - . Laguerre — Polynome L,

Ly = 1
Ll = 1—=z

[
Ly = 1-2z+ -z

2

Die Laguerre-Polynome kommen in der Schrédingergleichung des Wasserstoffatoms vor.

Bemerkung. Auch hier ist die zweite Losung der DGL kein Polynom.

[1] ARFKEN, G.: Mathematical Methods for Physicists. Addison-Wesley, 1981.
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